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Necesidades

Experimentos disponibles con objetos cuánticos, miden efectos
gravitacionales producidos por potenciales gravitacionales Newtonianos,
pero NO efectos asociados con la curvatura del espaciotiempo.

Los átomos (o moléculas) pueden ser sondas muy precisas de los principios
fundamentales de las teoŕıas gravitacionales.

Queremos encontrar predicciones experimentalmente verificables, que
puedan señalar hacia dónde debemos dirigir los estudios de la interfase
entre la relatividad general (RG) y la mecánica cuántica (MC).

Este trabajo se orienta a resolver un problema f́ısico que consideramos
interesante para entender más la interfase entre la MC y RG; NO es, ni
pretende ser un trabajo sobre el marco matemático riguroso que describe los
sistemas cuánticos en un espaciotiempo curvo.
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Los átomos (o moléculas) pueden ser sondas muy precisas de los principios
fundamentales de las teoŕıas gravitacionales.
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gravitacionales producidos por potenciales gravitacionales Newtonianos,
pero NO efectos asociados con la curvatura del espaciotiempo.
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Este trabajo se orienta a resolver un problema f́ısico que consideramos
interesante para entender más la interfase entre la MC y RG; NO es, ni
pretende ser un trabajo sobre el marco matemático riguroso que describe los
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Motivaciones
Nuestra Propuesta

El Operador de Interacción
El espaciotiempo de Schwarszchild

Conclusiones
Referencias

Pruebas para Gravedad en sistemas cuánticos
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Otras aproximaciones

Este problema ha sido estudiado al menos desde los 80’s [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7].

Concordancias

Usar descripción métrica del
espaciotiempo.

El espaciotiempo debe ser
estacionario.

Usar ecuaciones covariantes o la
prescripción de acople ḿınimo
gravitacional.

No aparece expĺıcitamente la
función de Green de Feynman en
la deducción de la interacción
electromagnética.

Ĺıneas de Trabajo

Un electrón en movimiento en
un campo de Coulomb fijo.
Electrón y campo de Coulomb
interactúan con el campo
gravitacional externo.

Protón + electrón + su
interacción electromagnética
mutua, interactúan con el
campo gravitacional externo.
Cita obligada, la Ref. [7].
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Motivaciones
Nuestra Propuesta

El Operador de Interacción
El espaciotiempo de Schwarszchild

Conclusiones
Referencias

Pruebas para Gravedad en sistemas cuánticos
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interactúan con el campo
gravitacional externo.

Protón + electrón + su
interacción electromagnética
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interactúan con el campo
gravitacional externo.

Protón + electrón + su
interacción electromagnética
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interactúan con el campo
gravitacional externo.

Protón + electrón + su
interacción electromagnética
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gµν (x) = ηµν + hµν (x|τ)
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V

Figura: Se ilustra la situación en la que se estudia el átomo gravitando. V es la región
de eventos que el observador cubre con sus coordenadas xµ ≡ (τ,x). En esa región la
métrica es gµν (x) en las coordenadas del observador.
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Suposiciones Básicas

El átomo, el observador y el espaciotiempo

Consideramos al átomo como un sistema compuesto.

El campo gravitacional externo es descrito por RG. Ignoramos retroacción
y generación de part́ıculas por el campo externo.

Construimos el operador de interacción entre fermiones usando la función
de Green de Feynman para el campo electromagnético.

Usaremos ecuaciones covariantes para describir a los fermiones libres y su
interacción mutua.

Existe un observador ideal en cáıda libre, en una región sin fuentes del
campo gravitacional. Este observador usa Coordenadas Normales de Fermi
en su descripción del átomo.
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Usaremos ecuaciones covariantes para describir a los fermiones libres y su
interacción mutua.
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La métrica del observador

Los tiempos en que ocurren las transiciones en el átomo y los tiempos que
duran las mediciones respectivas, son muy pequeños comparados con el
lapso de tiempo en que la curvatura del espaciotiempo cambia
apreciablemente para el observador.

Es suficiente considerar solo el primer orden de las desviaciones de la
métrica de Minkowski.

El observador determina que en su parche coordenado la métrica se puede
escribir

gαβ = ηαβ + hαβ , con hαβ ≡ Qαbβcxbxc, (1)

donde

Q0a0b = −R̆0a0b, Q0abc = −2

3
R̆0abc, Qabcd = −1

3
R̆abcd. (2)
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Motivaciones
Nuestra Propuesta

El Operador de Interacción
El espaciotiempo de Schwarszchild

Conclusiones
Referencias

Suposiciones Básicas

Ecuación de Dirac covariante, El Hamiltoniano del sistema, El punto
de partida

Nos interesa el ĺımite de bajas enerǵıas, obtenido con la transformación de
Foldy-Wouthuysen para dos part́ıculas, del Hamiltoniano del átomo.

El Hamiltoniano del sistema compuesto se puede escribir cómo

ĤT = Ĥ(1)
0 + Ĥ(2)

0 + Ŵe (1, 2) . (3)

Cada Ĥ0 es el Hamiltoniano libre de Dirac y Ŵe (1, 2) describe de forma
efectiva la interacción mutua.

El operador Ŵe se obtiene del elemento de matriz S covariante, que
implica el intercambio de un fotón entre las corrientes fermionicas

Sfi = − i

c~

∫∫
J
µ(2)
fi (x)Gµν

(
x, x′

)
J
ν(1)
fi

(
x′
)√−g√−g′d4xd4x′ (4)
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Motivaciones
Nuestra Propuesta

El Operador de Interacción
El espaciotiempo de Schwarszchild

Conclusiones
Referencias

Suposiciones Básicas

Ecuación de Dirac covariante, El Hamiltoniano del sistema, El punto
de partida
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El Hamiltoniano del sistema compuesto se puede escribir cómo
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Los ingredientes para construir el operador

Para definir el operador efectivo Ŵe se debe reescribir (4) cómo

Sfi ≡ iδ(∆(2)
fi + ∆

(1)
fi )〈Φ∗f |ŴeΦi〉. (5)

Los pasos para lograrlo son:

Separamos la dependencia temporal de las corrientes de transición

Jµfi (x) = q
[
Ψ∗f (x) γ0̄γµΨi(x)

]
ei∆fix

0

, (6)

donde
Ĥ0Ψi,f (x) = Ei,fΨi,f (x) , (7)

y

Ĥ0 $ − c
4
γāγ b̄h0ap̂b + cγ0̄γā

(
−p̂a +

1

2
hcap̂c +

1

2
h00p̂a

)
−i~cγ0̄γµ̄Γµ (x)−3c

4
ha0p̂a+imc2

(
1− 1

2
h00

)
γ0̄+

i

4
mc2h0aγ

ā ≡ Ĥ0+Ĥh.

(8)
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Ĥ0 $ − c
4
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Ĥ0Ψi,f (x) = Ei,fΨi,f (x) , (7)

y
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(8)
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A demás se identifican a
− i~∂a = p̂a (9)

y
Ĥ0 = −γ0̄γā (cp̂a) + imc2γ0̄, (10)

que es el Hamiltoniano libre de Dirac para el espaciotiempo de Minkowski.
El operador (8) es hermitico en el producto interno

〈φ, ψ〉 = −
∫
φ∗
√−gγ0̄γ0ψd3x ≡

∫
φ∗Mψd3x

$
∫
φ∗
[
1 +

1

2
δabhab − 1

4
h0aγ

0̄γā
]
ψd3x (11)

donde ∗ denota el transpuesto complejo conjugado.
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La forma de Hadamard de la función de Green

Gµβ′ es la función de Green de Feynman que satisface la ecuación

(δαµ�−Rαµ)Gµβ′ = −4πκαβ′
(
x, x′

)
δ4
(
x, x′

)
, (12)

y satisface la condición de norma de Lorentz.

Elegimos la representación de Hadamard para ésta función de Green

Gαβ′
(
x, x′

)
=

∆1/2καβ′

σ + iε
+ V αβ′ ln (σ + iε) +Wα

β′ , (13)

siendo σ (x, x′) la función de Synge, ∆1/2 la ráız del determinante de
VanVleck-Morette, V αβ′ (x, x′) y Wα

β′ (x, x′) bitensores suaves.
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VanVleck-Morette, V αβ′ (x, x′) y Wα

β′ (x, x′) bitensores suaves.
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Los ingredientes de la función de Green de Feynman

En nuestro caso, la función de Synge es

σ
(
x, x′

)
≡ σ0+

1

2
Qµaνb

[
1

2

(
x′axb + xax′b

)
+

1

3
(σ0)a (σ0)b

]
︸ ︷︷ ︸

≡Aab

(σ0)µ (σ0)ν

=
1

2

[
(−1 + a00)

(
x0 − x′0

)2
+ b0

(
x0 − x′0

)
+ r2 + ξh

]
, (14)

El determinante de VanVleck-Morette toma la forma

∆
(
x, x′

)
≡ −det (−σαβ′)√−g√−g′ ' 1 − 1

6
Rαβ (σ0)α (σ0)β → 1 (15)

y los bitensores suaves

Vαβ′ → 0 (⇐Rµν = 0) Wαβ′ → 0

(
⇐ ĺım
{xa}→∞

Gαβ′
(
x, x′

)
→ 0

)
.

(16)
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⇐ ĺım
{xa}→∞

Gαβ′
(
x, x′

)
→ 0

)
.

(16)
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Bajas velocidades

Podemos escribir a (4) como el elemento matricial de un operador W(1,2) entre
los estados inicial y final del sistema de dos part́ıculas, de modo que

Sfi =

∫∫
(Φf )∗M(2)M(1)W(1,2)Φi dΣ0 dΣ′0

≡ 〈Φf |W(1,2)Φi〉,
(17)

donde se identifica el operador

W(2,1) = αeA
µ̄
(2)Gµν′ (2,1)Aν̄

′

(1), (18)

siendo αe la constante de estructura fina,

Gµν′(x,x′) ≡ ηµν
∫∫

e
i
(
∆

(2)
fi
x0+∆

(1)
fi
x′0

)
σ (x, x′) + iε

dx0dx′0. (19)

y

Aν̄(n) =
γ0

(n)γ
ν̄
(n)

g00 (xn)
. (20)
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Para posibles aplicaciones. . .

Podemos escribir

Sfi = 〈Φ∗f |αeAµ̄2Aν̄1ηµν
(
φC +

(
iw

2

)
F1 +

1

2

(
iw

2

)2

r (1 + F2)

)
Φi〉. (21)

En (21) se ha definido

φC ≡ 1

r

[
1 +

1

2

(
a00 − ξh

r2

)]
(22)

y F1,2 que son funciones de las coordenadas de primer orden en la curvatura
dadas por

F1 =
b0
r
, F2 =

1

2

(
3a00 +

ξh
r2

)
. (23)

Estimado la velocidad como en la teoŕıa de Dirac en Minkowski v ∼ c~α.
Desarrollando también el operador Ô ≡ Aµ̄2Aν̄1ηµν hasta primer orden en la
curvatura y segundo en las velocidades
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Sfi ≈ 〈Φ∗f |αe
[
ÔφC +

(
Ô0 + Ô−1

)( iω

2~c

)
F1 − 121

2

(
iω

2~c

)2

r (1 + F2)

]
Φi〉.

≡ 〈Φ∗f |
(
ŴC + Ŵ−1 + Ŵ−2

)
Φi〉,

(24)

en donde se han definido los operadores:

φC ≡ 1

r

[
1 +

1

2

(
a00 − ξh

r2

)]
,

Ô0 ≡ −121

[
1− 1

2

(
h

(2)
00 + h

(1)
00

)]
,

Ô−1 ≡ −1

4

{(
h

(2)
0a + h

(1)
0a

)
(αa2 + αa1)− iεcda

[
αa2 (h0cΣd)1 + αa1 (h0cΣd)2

]}
Ô−2 ≡

[
1− 1

2

(
h

(2)
00 + h

(1)
00

)]
(~α2 · ~α1) .

(25)
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ŴC + Ŵ−1 + Ŵ−2
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Motivaciones
Nuestra Propuesta

El Operador de Interacción
El espaciotiempo de Schwarszchild

Conclusiones
Referencias

Construyendo el operador
Bajas velocidades y ordenamiento de operadores

Sfi ≈ 〈Φ∗f |αe
[
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Queremos evitar toda dependencia de los estados inicial y final de las
part́ıculas, para ello usamos

ωQ̂→ Q̂ =
[
Ĥ(2) − Ĥ(1), Q̂

]
, ω2Û → Û = (2i)2

[
Ĥ(2),

[
Ĥ(1), Û

]]
, (26)

que da lugar al operador efectivo de interacción [8]:

Ŵe

(−αe)
=

1

2r

[
1 +

1

2

(
ã00 − ξh

r2

)]
I4×4

−1

2
Q0abd

[Aab
r

(
δcd − n̂cn̂d

)
− r

12
n̂an̂bδcd

]
αc̄(2)+

1

8
Q0acb

[
αā(2)z

b + zaαb̄(2)

]
n̂c

+
1

4r
αā(2)

(
h

(1)
0b

[
2n̂an̂b − 3δab

]
− h(2)

0b δ
ab
)

+
1

8r
αā(2)

[
n̂an̂b − 3δab

]
(h× iΣ)b(1)

− 1

4r
αb̄(2)

[(
1 + ã00 − ξh

r2
− F̃2

)
δbc +

(
1 + F̃2

)
n̂bn̂c

+
(
δbd + 2n̂bn̂d

)
h

(1)
dc + 2n̂bΘ(1)

c + Bbc
]
αc̄(1) + (1↔ 2) . (27)
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En (27) se han definido

∂(1,2)
a F2 ≡ 1

r
Θ(1,2)
a → 1

r
~Θ(1,2), ∂(2)

a ∂
(1)
b F2 ≡ 1

r2
Bab →

←→B
r2
, ∂(n)

a =
∂

∂xan
,

r ≡ x2 − x1, r = |r|, n̂ =
r

r
, ã00 ≡ a00 − h(2)

00 − h(1)
00 , h

(1,2)
0a → h(1,2),

za ≡ xa2 + xa1 , F̃2 ≡ F2 − 1

2

(
h

(1)
00 + h

(2)
00

)
, h

(1,2)
ab →←→H (1,2).

(28)

En (27) se aprecian

(i) El acoplamiento de los grados de libertad espaciales y espinoriales.

(ii) El acoplamiento de las coordenadas usuales para el movimiento relativo y
del centro de masa.

Estos efectos aparecen también cuando se estudia el sistema de dos part́ıculas
cargadas dentro de un campo magnético inhomogéneo [9].
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(ii) El acoplamiento de las coordenadas usuales para el movimiento relativo y
del centro de masa.

Estos efectos aparecen también cuando se estudia el sistema de dos part́ıculas
cargadas dentro de un campo magnético inhomogéneo [9].
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Como caso de estudio de nuestro potencial efectivo nos especializamos al caso
de un observador inercial sobre una geodésica radial del espaciotiempo de
Schwarszchild. El Hamiltoniano de partida es

Ĥ (1,2) =
∑
n=1,2

(
Ĥ

(n)
0 + Ĥ

(n)
h

)
+ ŴC

e + ŴB
e . (29)

donde Ĥ0 es el Hamiltoniano de Dirac en Minkowski y

Ĥh = −cαb
(
h00δb

k + hb
k
)
p̂k − mc2β

2
h00 − 3ic~

4
~α ·g, (30)

definiendo

gm ≡ ∂mh00 =
1

2
∂bh

b
m. (31)
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Ĥ (1,2) =
∑
n=1,2

(
Ĥ
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Escenario idealizado

Un satélite dentro del sistema solar: La fuente del campo gravitacional es el Sol
y el observador es un satélite artificial que se dirige radialmente hacia él.

a lR ≡ xa

(1 + x) a

M

O

T

Figura: Se ilustra el escenario del sistema solar donde es posible elegir la ubicación del
observador respecto de la fuente, para amplificar los efectos gravitacionales.
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Los parámetros gravitacionales a estimar son:

γ̄2 =

(
lO
D

)2

, γ2 =

(
lR
D

)2

, γ2
0 =

(a0

D

)2

, γ̆2 =

(
λv
D

)2

. (32)

siendo el radio local de curvatura D, el tamaño caracteŕıstico del parche
coordenado lO, la posición estimada de un átomo lR, la distancia entre
part́ıculas a0 y la longitud de onda de de Broglie para el átomo λv.

Para la aproximación no-relativista de (29), deben considerarse también:
η ≡ VR · c−1 y η0 ∼ αe ≈ 7,3× 10−3. Estamos estimando que
ηη0 ∼ 10−7 − 10−8 es el tamaño de los efectos relativistas.
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Elemento lO (m) γ2 γ2
0 γ̆2

Tierra-Satélite: a ∼ 107 m, M∼ 1025 kg, lR ∼ a, T ∼ 102 − 10−8K

H 109 10−9 10−44 10−12 − 10−2

Rb 109 10−9 10−39 10−14 − 10−4

Sistema Solar: a ∼ 8× 1010 m, M∼ 1030 kg, lR ∼ 4,4a, T ∼ 102 K

H 1013 10−6 10−51 10−22

V́ıa láctea: a ∼ 1020 m, M∼ 1036 kg, lR ∼ a y T ∼ 104 K

H 1022 10−11 10−72 10−43

Cuadro: Estimaciones de los parámetros lO y γ en algunos escenarios posibles. Se usa
a0 ∼ 10−8 m.

Para átomos ubicados cerca de Júpiter a una temperatura T ∼ 102 K y el
observador cerca del radio orbital medio de la tierra se encuentra γ2 ∼ 10ηη0.

γ2 � γ2
0 , γ̆

2, η2, ηη0, η
2
0 ⇒ ŴC

e � ŴB
e . (33)
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El átomo de Hidrógeno con interacción ŴC
e

El ĺımite de bajas enerǵıas del Hamiltoniano relativista reducido de las 2
part́ıculas:

Ĥ (1,2) =
∑
n=1,2

[
c~α(n)p̂(n) +m(n)c

2β(n) − cαb(n)

(
h00δb

k + hb
k
)

(n)
p̂

(n)
k

−m(n)c
2β(n)

2
h

(n)
00 −

3ic~
4
~α(n) ·g(n)

]
− Zαe~c

r

[
1− 1

2
h

(R)
00 + ξh (R, n̂)

]
,

(34)

se obtiene mediante la transformación de Foldy-Wouthuysen para 2 part́ıculas,
cuyos términos dominantes resultan ser:
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Hamiltoniano del sistema para bajas enerǵıas

ĤFW = Mc2
(

1− h
(R)
00

2

)
− µc2

2
h

(R)
00 +

[(
1− 7

4
h

(R)
00

)
δab − 2h

(R)
ab

]
P̂aP̂b

2M

+ µc2 +

[(
1− 7

4
h

(R)
00

)
δab − 2h

(R)
ab

]
p̂ap̂b

2µ
− p̂4

8µ3c2
− µc2 (Zαe)

2
(a0

r

)
+ µc2 (Zαe)

4

[(a0

r

)3 L(r) ·S(2)

~2
+
(π

2
a3

0

)
δ3 (r)

]
+ µc2 (Zαe)

2
(a0

r

)[1

2
h

(R)
00 + ξh (R, n̂)

]
. (35)

El término de corrimiento de masa ∼ µc2γ2 de (35) no influye sobre el
espectro.

La contribución gravitacional al espectro proviene de ξh (R, n̂) que da
cuenta del acoplamiento del electrón al tensor de curvatura en la ubicación
del átomo.
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ĤFW = Mc2
(

1− h
(R)
00

2

)
− µc2

2
h

(R)
00 +

[(
1− 7

4
h

(R)
00

)
δab − 2h

(R)
ab

]
P̂aP̂b

2M

+ µc2 +

[(
1− 7

4
h

(R)
00

)
δab − 2h

(R)
ab

]
p̂ap̂b

2µ
− p̂4

8µ3c2
− µc2 (Zαe)

2
(a0

r

)
+ µc2 (Zαe)

4

[(a0

r

)3 L(r) ·S(2)

~2
+
(π

2
a3

0

)
δ3 (r)

]
+ µc2 (Zαe)

2
(a0

r

)[1

2
h

(R)
00 + ξh (R, n̂)

]
. (35)
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Trataremos el problema de los dos cuerpos usando la aproximación de
Born-Oppenheimer.

La posición del átomo podrá describirse con un Hamiltoniano clásico

HR (R,P) = H0 (R,P) + ε (R) , (36)

donde

H0 ≡
[(

1− 7

4
h00 (R)

)
δab − 2hab (R)

]
PaPb

2M

+

[
1− 1

2

(
1 +

µ

M

)
h00 (R)

]
Mc2. (37)

El Hamiltoniano electrónico lo identificamos de (35) y lo escribimos en la
forma:

Ĥe (R, r, p̂) = Ĥ(0) + Ĥγ2 . (38)
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Trataremos el problema de los dos cuerpos usando la aproximación de
Born-Oppenheimer.
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Motivaciones
Nuestra Propuesta

El Operador de Interacción
El espaciotiempo de Schwarszchild

Conclusiones
Referencias

Estimación de ordenes de magnitud
Tratamiento perturbativo de ĤFW
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Perturbación del Hamiltoniano electrónico

Denominamos Hamiltoniano electrónico no-perturbado a

Ĥ(0) ≡ µc2 +
p̂2

2µ
− µc2 (Zαe)

2
(a0

r

)
− p̂4

8µ3c2
+ µc2 (Zαe)

4

[(a0

r

)3 L(r) ·S(2)

~2
+
(π

2
a3

0

)
δ3 (r)

]
, (39)

Las correcciones gravitacionales dominantes sobre la estructura electrónica
que se consideran son

Ĥγ2 ≡ −
1

2
h00 (R)

[
7

2

(
p̂2

2µ

)
− Zαe~c

r

]
− 2hab (R)

[
p̂ap̂b

2µ
+ Zαe~c

n̂an̂b

r

]
.

(40)
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Ĥ(0) ≡ µc2 +
p̂2

2µ
− µc2 (Zαe)

2
(a0

r

)
− p̂4

8µ3c2
+ µc2 (Zαe)

4

[(a0

r

)3 L(r) ·S(2)

~2
+
(π

2
a3

0

)
δ3 (r)

]
, (39)

Las correcciones gravitacionales dominantes sobre la estructura electrónica
que se consideran son
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Hamiltoniano no-perturbado

El problema de valores propios

Ĥ(0)ψn,κ,m ≡
[
µc2 +

p̂2

2µ
− p̂4

8µ3c2
− µc2 (Zαe)

2
(a0

r

)
+µc2 (Zαe)

4
(a0

r

)3 L ·S
~2

+

(
πa3

0

2

)
δ3 (r)

]
ψn,κ,m = E(0)

nκψn,κ,m, (41)

tiene una solución poco conocida [10], Los valores propios son

E
(0)
nκ

µc2
= 1− 1

2

[(
δ

n

)2

+

(
δ

n

)4(
n

|κ| −
3

4

)]
, (42)

donde

δ ≡ Zαe, y κ =

{
−
(
j + 1

2

)
, l = j + 1

2(
j + 1

2

)
, l = j − 1

2

. (43)
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Las funciones de onda propias, adecuadamente normalizadas son:

ψn,κ,m ≡ g̃κ (r)χκ,m, (44)

donde χκ,m son espinores esféricos y

g̃κ (r) = 2λ
√
kce
−λr (2λr)s−1 Nn′,κ×[

n′ 1F1

(
1− n′; 2s+ 1; 2λr

)
+

(
κ− δkc

λ

)
1F1

(
−n′; 2s+ 1; 2λr

)]
. (45)

En estas expresiones

n′ = n− |κ|, kc =
µc

~
, Wc =

E
(0)
nκ

~c
,

λ =
√
k2
c −W 2

c , s = +
√
κ2 − δ2,

Nn′,κ =
−λ

Γ (2s+ 1)

√(
~
µc

)
Γ (n′ + 2s+ 1)

2δkc (δkc − λκ)n′!
.

(46)
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Perturbación gravitacional al espectro

Ĥγ2 , en general, mezcla estados con ∆l = 0,±2 y ∆ml = 0,±1,±2, con
lo que se remueve parte de la degeneración gruesa de los niveles
no-perturbados.
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Las correcciones a la enerǵıa de los niveles debida al Hamiltoniano (47)
permiten observar un rompimiento de una de las dos degeneraciones de
Ĥ(0)
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Ĥγ2 ≡ −
1

2
h

(R)
00

[
71

18

p̂2

2µ
− 10

18
µc2 (Zαe)

2
(a0

r

)]
. (47)
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A primer orden en teoŕıa de perturbaciones y hasta orden (γZαe)
2,

〈nlj ,m|Ĥγ2 |nlj ,m′〉 = −71

36
h00 (R)En

{
1− 2Γ (n+ |κ|+ 1)

n ·n′!

[
(n− κ)×(

κ (κ+ 1)S(2|κ|+1)−2

n′,n′ − nS(2|κ|+1)−1

n′,n′

)
−n′

(
κ (κ+ 1)S(2|κ|+1)−2

n′,n′−1 − nS(2|κ|+1)−1

n′,n′−1

)
+

n′2

(n− κ)

(
κ (κ+ 1)S(2|κ|+1)−2

n′−1,n′−1 − nS
(2|κ|+1)−1

n′−1,n′−1

)]}
δm,m′

≡ h00 (R)E(1)
nκ δm,m′ , (48)

donde

En = −µc
2

2

(
Zαe
n

)2

y n′ = n− |κ|.

Para nuestro observador los estados 2S1/2 y 2P1/2, que corresponden a los
números cuánticos (n = 2, n′ = 1, κ = −1) y (n = 2, n′ = 1, κ = 1)
respectivamente, ya no están degenerados. Los dos niveles aumentan su
enerǵıa, pero el nivel 2S1/2 lo hace casi 3 veces más que el nivel 2P1/2.
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1S1/2

2S1/2 2P1/2

2P3/2

2P1/2

2S1/2

∼ 8.9× 10−7
∼ 1.8× 10−6

∼ 1.6× 10−6

∼ 8.0× 10−6−13.6

−3.4

Energía (eV)

∼ 4.4× 10−5

Ĥ(0) Ĥe

Figura: Comparación entre estructura de niveles asociados a los Hamiltonianos Ĥ(0)

de la ecuación (39) y a Ĥ(e) de la ecuación (38). Este último Hamiltoniano contiene

las correcciones gravitacionales debidas a Ĥγ2 de la ecuación (47). Este diagrama no
esta a escala.
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Motivaciones
Nuestra Propuesta

El Operador de Interacción
El espaciotiempo de Schwarszchild

Conclusiones
Referencias

Estimación de ordenes de magnitud
Tratamiento perturbativo de ĤFW

Consecuencias del Hamiltoniano electrónico

R d

ν1

ν2

Figura: Dos situaciones en las que podemos aplicar nuestros resultados: la
comparación entre frecuencias de marcha de relojes atómicos y la cáıda libre del átomo
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Estudiemos la transición entre los estados 2P3/2 y 2S1/2 de dos relojes
atómicos en reposo en diferentes ubicaciones, x1 y x2. Supongamos que
x2 = R y que x1 es el origen del sistema inercial. Para el átomo en x2 la
frecuencia asociada a la transición de interés es:

ν2 = h
[
ε[2,−2] (R)− ε[2,−1] (R)

]
≡ h∆ε (R) . (49)

Para el átomo en la posición x1 la frecuencia de la transición estudiada
será ν1 = h∆E(0). Finalmente, construimos el cociente

ν1

ν2
=

∆E(0)

∆ε
=

∆E(0)

∆E(0) + γ2∆E(1)
≈ 1−

(
∆E(1)

∆E(0)

)
γ2. (50)

Este mismo cociente para teoŕıas métricas de la gravedad [11], con relojes
atómicos ideales en campos gravitacionales estáticos, es

ν1

ν2
=

√
g00 (x1)

g00 (x2)
≈ 1− γ2

2
. (51)
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ν1

ν2
=

√
g00 (x1)

g00 (x2)
≈ 1− γ2

2
. (51)
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Este mismo cociente para teoŕıas métricas de la gravedad [11], con relojes
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Consecuencias para la posición del átomo

Con ayuda de las ecuaciones de Hamilton para el Hamiltoniano en (37), es
posible escribir la enerǵıa para la ubicación del átomo como

ER
(
R, Ṙ

)
≡ E(0)

B +
M

2
ΥabṘ

aṘb +
Mc2

2
h00 (R)− E(1)

n,κh00 (R) , (52)

donde se han definido

E
(0)
B ≡Mc2 + E(0)

nκ ,

Υab (R) ≡
[
1 +

7

4
h00 (R)

]
δab + 2hab (R) .

(53)

Ahora el cuerpo compuesto cae desde el reposo en la posición R hasta la
posición R− d, con |d| � |R|. Identificando la enerǵıa total del átomo con
(52) (denotada con Ec en la Ref.[12]), obtenemos

Ṙ2
f ≈

c2

2

(
1− 2E

(1)
n,κ

Mc2
δk
j

) (
−∂h00

∂xk

)∣∣∣∣
R

dk (54)
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Si la aceleración A se puede suponer constante durante el movimiento
Ṙ2
f = 2A ·d, se encuentra que la aceleración del objeto compuesto es

Ak = gk − 2E
(1)
n,κ

Mc2
δk
jgj ≡ gk (1 + δg) , (55)

hasta orden d y definiendo

gk ≡ − c
2

2

(
∂h00

∂xk

)∣∣∣∣
R

.

Este resultado implica que el objeto compuesto sufre un aceleración anómala,
dependiente del estado interno del mismo. La magnitud de ésta aceleración
anómala se puede estimar, por ejemplo para el estado base del Hidrógeno,
dando lugar a

δg ∼ 1,7× 10−14. (56)
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Se ha logrado una construcción del potencial efectivo de interacción entre
dos fermiones cargados que se propagan en un espaciotiempo curvo
arbitrario que satisface las ecuaciones de Einstein. Se ha usado el principio
de acople ḿınimo gravitacional, la función de Green de Feynman para el
campo electromagnético, ecuaciones de campo covariantes y la
aproximación de gravedad linealizada en la descripción hecha por un
observador inercial ideal que usa CNF.

Las expresiones expĺıcitas para las interacciones que involucran el esṕın de
los fermiones, son un aporte importante de este trabajo.

Algunas caracteŕısticas que la interacción efectiva comparte con la de
sistemas atómicos en campos magnéticos inhomogéneos, puede permitir
encontrar alternativas para explorar la interfase entre RG y MC en
situaciones experimentalmente posibles, en particular efectos de la
gravedad más allá de los potenciales Newtonianos.
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de acople ḿınimo gravitacional, la función de Green de Feynman para el
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Las expresiones expĺıcitas para las interacciones que involucran el esṕın de
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El ejemplo del espaciotiempo de Schwarszchild permite ver al menos que:

El contacto de nuestro tratamiento con experimentos concretos no parece
muy lejano.

Es posible encontrar relaciones cuantitativas, usando técnicas de la MC,
para la dependencia expĺıcita con la estructura interna de la aceleración
gravitacional del objeto de prueba y otras cantidades de interés. Esto es
otro aporte importante.

Efectivamente existen condiciones en las que los efectos gravitacionales y
los de relatividad especial pueden ser comparables. Descartar un efecto
respecto del otro, a priori, es equivocado. La estimación de los ordenes de
magnitud requiere particular atención cuando hay gravedad involucrada.
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