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3 ESTADOS DE PONTECORVO

4 ESTADOS DE BOGOLIUBOV

5 REFERENCIAS

Cesar Alfonso Agón Quintero

OSCILACIONES DE NEUTRINOS
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RESUMEN

En el presente trabajo llevamos a cabo un estudio del fenómeno de las
oscilaciones de neutrinos desde el punto de vista de la teoŕıa cuántica de
campos con el propósito de entender algunos aspectos relativos al
tratamiento con paquetes de onda en la obtención de la probabilidad de
transición de sabor entre los neutrinos.

Entre algunos de los puntos tratados, se encuentra

La caracterización de los paquetes desde el punto de vista de la
noción de part́ıculas localizadas

El rol de la teoŕıa de campos en la correcta definición de los estados
de sabor

Equivalencia entre las probabilidades de transición de sabor basadas
en la función de onda y el valor esperado de la carga de sabor.
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PROBLEMA DE LA MEZCLA

Los neutrinos participan únicamente en las interacciones debiles, de la
manera descrita por el lagrangiano

LI =
g

2
√

2
[W +

µ ν̄e(x)γµ(1− γ5)e(x) + W +
µ ν̄µ(x)γµ(1− γ5)µ(x)

+W +
µ ν̄τ (x)γµ(1− γ5)τ(x) + h.c .]

− g

4 cos(θW )
[ν̄e(x)γµ(1− γ5)νe(x)Zµ + ν̄µ(x)γµ(1− γ5)νµ(x)Zµ

+ν̄τ (x)γµ(1− γ5)ντ (x)Zµ + h.c .]+ (1)

donde g es la constante de acoplamiento, y θW es el ángulo de
Weimberg.
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A partir de este lagrangiano los únicos procesos posibles a nivel arbol son

W + → e+ + νe , W− → e− + ν̄e , Z → νe + ν̄e ,

W + → µ+ + νµ, W− → µ− + ν̄µ, Z → νµ + ν̄µ,

W + → τ+ + ντ , W− → τ− + ν̄τ , Z → ντ + ν̄τ . (2)

lo cual implica la conservación del número leptónico de sabor a este nivel.
Sinembargo experimentalmente se ha observado violación del número
leptónico con la distancia entre fuente y detector en neutrinos.
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TRATAMIENTO ESTÁNDAR

Una manera de describir tales efectos está basada en la suposición de que
los estados de sabor son combinaciones lineales de los estados masivos

|να(p, s)〉 =
∑

i

U∗α,i |νi (p, s)〉 (3)

donde |να〉, representa los autoestados de sabor con α = e, µ, τ , y |νj〉
los autoestados de masa con j = 1, 2, 3 y U∗α,i la matriz (Pontecorvo,
Maki, Nakagawa, Sakata).
La evolución en el tiempo de los estados de sabor está determinado por el
Hamiltoniano libre

|να(t)〉 = e−iHt |να〉 =
∑

j

e−iEj tU∗αj |νj〉 , (4)
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Aśı la amplitud de probabilidad de que el neutrino α, al tiempo t se
encuentre en el estado β, es

Aα→β(t) ≡ 〈νβ |να(t)〉 (5)

luego teniendo en cuenta que los neutrinos son ultrarelativistas, podemos
hacer t ≈ L y con ello

Pα→β(L) = |Aα→β(L)|2

=
∣∣∣∑

j

U∗αjUβje
−iEjL

∣∣∣2
=

∑
ij

UαiU
∗
βiU
∗
αjUβje

i(Ei−Ej )L (6)

Ei =
√

p2 + m2
i luego E ≈ Ei en el ĺımite ultrarelativista

Ei − Ej =
(Ei − Ej)(Ei + Ej)

(Ei + Ej)
∼=

(m2
i −m2

j )

2E
(7)
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Problemas en la derivación

Pα→β(L) =
∣∣∣∑

i

U∗αie
im2

i L/EUβi

∣∣∣2, (8)

Descripción en autoestados de momento

Definición de estados de sabor

Ausencia del carácter de espin en la descripción de los estados

Ausencia de la teoŕıa de campos en la descripción

En la literatura se encuentran trabajos que se basan en elementos que
van desde:
Mecánica Cuántica NR, R, → Diagramas de Feynman
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En el marco del modelo estándar (con neutrinos masivos), los términos
másivos asociado a los neutrinos no pueden diagonalizarse al mismo
tiempo que los términos de interacción, lo cual implica que los estados de
sabor y de masa no coinciden entre śı.

L0 = Ψ̄(x)(iΓµDµ −M)Ψ(x), (9)

donde

Ψ(x) =

 νe(x)
νµ(x)
ντ (x)

 y M =

 mee meµ meτ

mµe mµµ mµτ

mτe mτµ mττ

 , (10)

Γµ = γµ1, Dµ = 1∂µ, con 1 la identidad en 3 dimensiones.
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RESUMEN INTRODUCCIÓN ESTADOS DE PONTECORVO ESTADOS DE BOGOLIUBOV REFERENCIAS

La transformación Ψ ≡ UΨM , hace que el nuevo lagrangiano tome la
forma

L0 = Ψ̄M(x)(iΓµDµ − M̃)ΨM(x), (11)

con

ΨM(x) =

 ν1(x)
ν2(x)
ν3(x)

 y M̃ =

 m1 0 0
0 m2 0
0 0 m3

 , (12)

La relación fundamental es por tanto

Ψα(x) =
∑

j

UαjΨj(x) (13)

donde Uα,i son los elementos de la matriz de (Pontecorvo, Maki,
Nakagawa, Sakata).
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DESARROLLO DE LOS CAMPOS

Un campo espinorial libre, se puede escribir en cualquier base completa
de funciones que satisfagan la ecuación de Dirac libre. Por tanto:

Ψ̂(x) =

∫
d3p

∑
s

[Up,s(x)α̂(p, s) + Vp,s(x)β̂†(p, s)] , (14)

donde Up,s(x) y Vp,s(x) son ondas planas construidas a partir de las
soluciones de la ecuación de Dirac en el espacio de momentos de
frecuencias positiva u(p, s) y negativa v(p, s) respectivamente

Up,s(x) =
1

(2π)3/2
u(p, s)e−ipx y Vp,s(x) =

1

(2π)3/2
v(p, s)e ipx .

Cesar Alfonso Agón Quintero

OSCILACIONES DE NEUTRINOS
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Estos espinores base se escogen completos y ortogonales lo cual puede
resumirse en∑

s

{
ua(p, s)u†b(p, s) +va(−p, s)v†b (−p, s)

}
= δa,b

u†(p, s)u(p, s) = δs,s′ , v†(p, s)v(p, s) = δs,s′

u†(p, s)v(−p, s) = 0. v†(−p, s)u(p, s) = 0. (15)

para garantizar las siguientes relaciones de anticonmutación{
α̂(p, s), α̂†(p′, s ′)

}
= δ(p,p′)δs,s′ ,

{
β̂(p, s), β̂†(p′, s ′)

}
= δ(p,p′)δs,s′

Cesar Alfonso Agón Quintero

OSCILACIONES DE NEUTRINOS
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Por otra parte, el campo Ψ̂in(x) se puede desarrollar tambien en términos
de cualquier otro conjunto completo y ortogonal de soluciones de la
ecuación de Dirac

Ψ̂(x) =
∑
n,s

[fn(x , s)α̂(n, s) + gn(x , s)β̂†(n, s)] (16)

donde las paquetes de onda fn(x , s) y gn(x , s) se contruyen a apartir de
las ondas planas del anterior desarrollo

fn(x , s) =

∫
d3pf̃ (n,p)Up,s(x)

y gn(x , s) =

∫
d3pf̃ (n,p)Vp,s(x).

Cesar Alfonso Agón Quintero
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los paquetes satisfacen las propiedades de ortogonalidad y completez∫
d3pf̃ ∗(n,p)f̃ (n′,p) = δn,n′ ,

∑
n

f̃ ∗(n,p)f̃ (n,p′) = δ(p,p′),

que garantiza las relaciones de conmutación{
α(n, s), α†(n′, s ′)

}
= δn,n′δs,s′ ,

{
β(n, s), β†(n′, s ′)

}
= δn,n′δs,s′ (17)
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PAQUETES DE ONDA Y ESTADOS DE PONTECORVO

Los campos masivos y los campos de sabor, descritos por el Modelo
Estándar están relacionados de la manera siguiente:

Ψ̂α(x) =
∑

j

UαjΨ̂j(x) , (18)

donde α = e, µ, τ . Expandiendo el campo en una base de ondas planas, y
definiendo a los autoestados de sabor y trimomento |να(p, s)〉 de la
manera establecida por Pontecorvo tenémos

|να(p, s)〉 ≡
∑

j

U∗αj |νj(p, s)〉 , (19)
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Los operadores de sabor y masa localizados están relacionados con sus
respectivos autoestados de momento por

|ν(l)
j (n, s)〉 ≡

∫
d3pf̃

(l)
j (n,p)|νj(p, s)〉 . (20)

|ν(l)
α (n, s)〉 ≡

∫
d3pf̃ (l)

α (n,p)|να(p, s)〉 . (21)

y de estas se obtiene que

|νj(p, s)〉 =
∑

n

f̃ ∗j (n,p)|νj(n, s)〉 , (22)

de manera que la relación de Pontecorvo para estos estados es

|να(n, s)〉 =
∑

j

U∗αj

∑
n′

∫
d3pf̃α(n,p)f̃ ∗j (n′,p)|νj(n

′, s)〉 . (23)
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AMPLITUD Y PROBABILIDAD DE TRANSICIÓN

A partir del campo libre Ψ̂j(x) en el espacio de coordenadas, la función
de onda asociada con el estado localizado de una part́ıcula de masa mj

resulta

ψn
j (x)δij = 〈0|Ψ̂j(x)|νi (n, s)〉 = f j

n (x , s)δij , (24)

osea, corresponde a la función espinorial que, en el desarrollo del campo
masivo, multiplica al operador que crea dicho estado. La ecuación (24)
nos da la amplitud de probabilidad de encontrar un neutrino de masa mi

en la posición x, al tiempo t.
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Para los estados de sabor, la definición dada en (24) puede ser
generalizada como sigue

ψn
α→β(x) = 〈0|Ψ̂β(x)|να(n, s)〉 , (25)

donde los ı́ndices α y β, no están restringidos a ser iguales para
garantizar una amplitud distinta de cero. La función de onda definida en
(25), representa la amplitud de probabilidad de encontrar un neutrino de
sabor β, en la posición x al tiempo t.

Cesar Alfonso Agón Quintero
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La función de onda de sabor obtenida a partir de la definición anterior es

ψn
α→β(x) =

∑
i,j

UβiU
∗
αj

∑
n′

∫
d3pf̃α(n,p)f̃ ∗j (n′,p)〈0|Ψ̂i (x)|νj(n

′, s)〉,

=
∑

j

UβjU
∗
αj

∫
d3p

(2π)3/2
f̃α(n,p)uj(p, s)e−ipx . (26)

y la probabilidad de transición

Pn
α→β(t) ≡

∫
d3x |ψn

α→β(x)|2 (27)

=
∑
j,i

UβjU
∗
αjU

∗
βiUαi

∫
d3p|f̃α(n,p)|2 Ui,j(p)e−i(ωj−ωi )t

Cesar Alfonso Agón Quintero
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donde Ui,j(p) = u†i (p, s)uj(p, s).
que en la base quiral es

uj(p, s) = χj

 (
1 + σ·p

mj +ωj

)
ξs(

1− σ·p
mj +ωj

)
ξs

 donde χj =

(
mj + ωj

4ωj

)1/2

(28)

los ξs son espinores bidimensionales y están ortonormalizados de la
manera usual como ξ†r ξs = δrs . Además

Uj,j(p) = u†j (p, s)uj(p, s) = 1

Ui,j(p) = u†i (p, s)uj(p, s) =
1

2

[√
1 +

mi

ωi

√
1 +

mj

ωj

+

√
1− mi

ωi

√
1− mj

ωj

]
.

Cesar Alfonso Agón Quintero

OSCILACIONES DE NEUTRINOS
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Figure: |U12(p)| como función de |p|, en puntos para m1 = 10−2[eV ] y
m2 = 10−3[eV ], ĺınea a trazos m1 = 10−2[eV ] y m2 = 10−4[eV ], ĺınea
continua para m1 = 10−2[eV ] y m2 = 0[eV ].
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La probabilidad puede escribirse como

Pn
α→β(t) =

∫
d3p|f̃α(n,p)|2Pp

α→β(t) , (29)

Pp
α→β(t) representa la probabilidad de transición de sabor derivada de

una descripción en términos de ondas planas:

Pp
α→β(t) =

∑
j,i

UβjU
∗
αjU

∗
βiUαi Ui,j(p)e−i(ωj−ωi )t . (30)

La probabilidad obtenida por el tratamiento estándar fué

P̃p
α→β(t) =

∑
j,i

UβjU
∗
αjU

∗
βiUαie

−i(ωj−ωi )t . (31)

La normalización de la probabilidad se mantiene en el tiempo, en efecto
sumando sobre los estados finales, dada la normalización de los espinores,
resulta ∑

β

Pp
α→β(t) =

∑
j

UαjU
∗
αj Uj,j(p) = 1. (32)
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Sin embargo, en t = 0,

Pp
α→β(0) =

∑
i

|U∗βi |2|Uαi |2 +
∑
i>j

2<{U∗βiUβjUαiU
∗
αj} Ui,j(p) ,

Pp
α→β(0) = δαβ +

∑
i>j

2( Ui,j(p)− 1)<{U∗βiUαiUβjU
∗
αj}. (33)

Si al momento de la produción de los neutrinos, los estados
correspondientes son autoestados de sabor entonces es deseable que

Pp
α→β(0) = δαβ . (34)

lo cual implica violación del número leptónico en el vértice de producción,
conocido como violación intrinseca de la carga de sabor [Nishi, Phys Rev
D 78].

Cesar Alfonso Agón Quintero
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Por otra parte, en el caso estándar∑
β

P̃p
α→β(t) = 1, P̃p

α→β(0) = δαβ . (35)

En el régimen ultrarelativista, es decir en el ĺımite en que mi/ωi � 1, que
es caracteŕıstico de los neutrinos, Ui,j(p) = 1 + O((mi/ωi )

2) y por tanto

Pp
α→β(0) = δαβ + O((mi/ωi )

2) . (36)

vemos con ello que el término de violación de carga es despreciable. Sin
embargo parece tener mayor consistencia el tratamiento estándar.
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DEPENDENCIA ESPACIAL DE LAS OSCILACIONES

La dependencia de la probabilidad de transición en la distancia recorrida
debe extraerse del comportamiento de la función de onda de sabor, para
ello partimos de

ψn
α→β(x) =

∑
j

UβjU
∗
αj

∫
d3p

(2π)3/2
|f̃α(n,p)|uj(p, s)e−ipxe iΦ(l)

α (n,p) ,

La máxima contribución a esta integral representará las posiciones más
probables de las part́ıculas que se propagan xj(t) lo cual sucede cuando la

fase total es estacionaria en el punto en que la amplitud |f̃α(n,p)| es
máxima. Es decir

∇p(−ωj t + p·x + Φ(l)
α (n,p))|Pn

= 0 , en x = xj(t) , (37)

de donde se deduce que

xj(t) = ∇p(ωj t − Φ(l)
α (n,p))|Pn

,

Cesar Alfonso Agón Quintero
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Haciendo una aproximación lineal de la fase total se obtiene

ψn
α→β(x) ∼= e iΦ(l)

α (n,P)
∑

j

UβjU
∗
αje
−iPjxj

×
∫

d3p

(2π)3/2
|f̃α(n,p)|uj(p, s) e ip·(x−xj (t)), (38)

siendo
xj(t) =

Pt

ωPj
−∇pΦ(l)

α (n,p)
∣∣∣
P

=
Pt

ωPj
+ x0 .

Es decir, la función de onda es una superposición de paquetes de onda
masivos, que se propagan a distintas velocidades de grupo vj = P/ωPj

casi degeneradas cada uno compuesto por una onda plana con momento
igual al momento central del paquete.
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En la región en que es válido pensar en oscilaciones, es decir en la región
en que los paquetes están suficientemente cercanos, por ejemplo

-4 -2 0 2 4
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

jΑΒ HxL

podemos definir la posición de la part́ıcula de sabor de forma semiclásica
promediando las posiciones de los paquetes masivos con las enerǵıas de
estos estados

L ≡
∑

i ωPiLi∑
j ωPj

(39)
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Sin embargo, el ĺımite semiclásico de part́ıculas con mezcla no se
entiende aún dado que estas part́ıculas surgen de un fenómeno
puramente cuántico. Para las part́ıculas masivas tenemos

〈x(t)〉 = 〈x(0)〉+
〈pt

E

〉
(40)

la cual coincide con su equivalente clásico cambiando simplemente de
valores esperados a cantidades clásicas.
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VALOR ESPERADO Y MEZCLA

Teniendo en cuenta que a partir de la función de onda de sabor se tiene∑
β

∫
d3x |ψα→β(x)|2 = 1, (41)

Podemos proponer como valor esperado del operador de posición de esta
part́ıcula

〈x〉 ≡
∑
β

∫
d3xψ∗nα→β(x) xψn

α→β(x) , (42)

=
∑

j

|Uαj |2
∫

d3xψ∗nj,α(x) xψn
j,α(x) . (43)

donde hemos definido a

ψn
j,α(x) ≡

∫
d3p

(2π)3/2
f̃α(n,p)uj(p, s)e−ipx (44)

Cesar Alfonso Agón Quintero
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con ello tenemos

〈x〉 =
∑

j

|Uαj |2〈x〉j , (45)

Esta definición es más fiel a la figura anterior, y además en el ĺımite en
que θ → 0, Le → L1 y Lµ → L2. Sin embargo, la diferencia entre estas
dos definiciones afecta tan poco los datos observables que seŕıan
indistinguibles.
A partir de nuestra primera definición tenemos

t =
ω̄P|L|
|P|

, , ω̄P ≡
∑

j

ωPj

N
, (46)

pero dado que este tratamiento no reprodujo las propiedades requeridas
lo dejaremos hasta este punto.
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CASO DE DOS NEUTRINOS

Consideramos el caso más sencillo de mezcla entre dos neutrinos, que en
el tratamiento estándar da lugar a las siguientes probabilidades de
transición

Pe→µ(L) = sin2 2θ
[
1− cos

(
(m2

2 −m2
1)L

2E

)]
.

Pe→e(L) = 1− sin2 2θ
[
1− cos

(
(m2

2 −m2
1)L

2E

)]
,

Cesar Alfonso Agón Quintero

OSCILACIONES DE NEUTRINOS
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Suponiendo que las funciones gaussianas aproximan suficientemente bien
a alguna elección de paquetes ortogonales y completos, tendremos

PP
e→µ(L)∼=

sin2(2θ)

2

(
1− |U12(P)| cos(2πL/λ)e−L2/L2

coh

)
,

PP
e→e(L)∼= 1− sin2(2θ)

2

(
1− |U12(P)| cos(2πL/λ)e−L2/L2

coh

)
, (47)

donde

|fe(n,p)|2 =
1

(2πσ2)3/2
e−

(p−P)2

2σ2 , (48)
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σ representa la incertidumbre en el momento central, λ la longitud de
onda del término oscilante de las probabilidades de transición y Lcoh su
longitud de coherencia.

σp �
(m2

1 −m2
2)

2π|P|
, σx �

λ

2π
. (49)

Estas cantidades están dadas por

λ =
4π|P|

(m2
1 −m2

2)
, Lcoh =

2
√

2ωP1ωP2

σ(m2
1 −m2

2)
. (50)

Tomando como datos para sin2θ23 =0.5, sin2θ12 =0.3, m1 = 0.,
m2 = 10−2 y m3 = 5 · 10−1, graficamos la probabilidad de transición
entre neutrinos del electrón y neutrinos del muón.
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Figure: PP
e→µ(L) para σ = 0.01[eV ] y P = 0.1[eV ].
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Figure: DP−E
e→µ (L) en ĺınea continua y RP−E

e→µ (L) en ĺınea a trazos, con
σ = 0.01[eV ] y P = 0.1[eV ]. Cada gráfica tiene distinto rango.
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ESTADOS DE BOGOLIUBOV

Partiendo de la relación entre los campos(
Ψe(x)
Ψµ(x)

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
Ψ1(x)
Ψ2(x)

)
,

es posible construir un operador unitario tal que(
Ψe(x)
Ψµ(x)

)
= G−1

θ (t)

(
Ψ1(x)
Ψ2(x)

)
Gθ(t) (51)

donde

Gθ(t) = exp

[
θ

∫
d3x(Ψ†1(x)Ψ2(x)−Ψ†2(x)Ψ1(x))

]
. (52)
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Expresamos los campos en términos de las soluciones de ondas planas de
la ecuación de Dirac con condiciones periódicas en una caja
arbitrariamente grande tenemos.

Ψi (x) =
1√
V

∑
k,r

[
ur

k,iα
r
k,i (t) + v r

−k,iβ
r†
−k,i (t)

]
e ik·x, i = 1, 2 (53)

donde αr
k,i (t) = e−iωi tαr

k,i , y βr
k,i (t) = e iωi tβr

k,i operadores de
aniquilación de part́ıcula y antipart́ıcula.

Ψi (x) =
∑
n,r

[
f r
n,i (x)αr

n,i (t) + g r
n,i (x)βr†

n,i (t)
]
, i = 1, 2 , (54)

siendo

f r
n,i (x) =

∑
k

f̃ i
n,k

ur
k,i√
V

e ik·x g r
n,i (x) =

∑
k

f̃ i
n,k

v r
−k,i√
V

e ik·x . (55)
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De manera equivalente escribimos a los campos de sabor

Ψσ(x) =
∑
n,r

[
f r
n,σ(x)αr

n,σ(t) + g r
n,σ(x)βr†

n,σ(t)
]
, σ = e, µ ,

donde f r
n,σ(x) y g r

n,σ(x) son soluciones de la ecuación de Dirac para un
parámetro de masa arbitrario mσ.
Las cantidades observables derivadas de estos campos no deben depender
del parámetro de masa.

αs
n,σ(t) =

∫
d3xf s†

n,σ(x)Ψσ(x), βs†
n,σ(t) =

∫
d3xg s†

n,σ(x)Ψσ(x) ,

y Ψσ(x) = G−1
θ (t)Ψj(x)Gθ(t),(

αs
n,σ(t)
βs†

n,σ(t)

)
= G−1

θ (t)

{∫
d3x

(
f s†
n,σ(x)

g s†
n,σ(x)

)
Ψj(x)

}
Gθ(t) .
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si se usan bases para los espinores ur , v r† y us , v s†, ortogonales para r 6= s∫
d3xf s†

n,σ(x)Ψj(x) =
∑

k

f̃ σ∗n,k [us†
k,σu

s
k,jα

s
k,j(t) + us†

k,σv
s
−k,jβ

s†
−k,j(t)] ,∫

d3xg s†
n,σ(x)Ψj(x) =

∑
k

f̃ σ∗n,k [v s†
−k,σu

s
k,jα

s
k,j(t) + v s†

−k,σv
s
−k,jβ

s†
−k,j(t)] ,

e identificamos a cos(χj) = |k|/ωj y cos(χσ) = |k|/ωσ, podemos escribir

us†
k,σu

s
k,j = v s†

−k,σv
s
−k,j = ρσ,j = cos

(
χσ − χj

2

)
, (56)

us†
k,σv

s
−k,j = v s†

−k,σu
s
k,j = iλσ,j = i sin

(
χσ − χj

2

)
. (57)
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Con ello la relación entre operadores de creación se vuelve(
αs

k,σ(t)

βs†
−k,σ(t)

)
= G−1

θ (t)

(
ρσ,j iλσ,j
iλσ,j ρσ,j

)(
αs

k,j(t)

βs†
−k,j(t)

)
Gθ(t) .

esta rotación puede igualmente generarse a través de un operador
unitario I (t)(

ρσ,j iλσ,j
iλσ,j ρσ,j

)(
αs

k,j(t)

βs†
−k,j(t)

)
= I−1(t)

(
αs

k,j(t)

βs†
−k,j(t)

)
I (t) , (58)

con I (t) dado por [Fuji, et al, Phys. Rev. D 59, (1999), Phys. Rev. D64
(2001)]

I (t) = exp

{
i
∑
k′s′

∑
(σ,j)

ζσ,j(k
′)[αs′†

k′,j(t)βs′†
−k′,j(t) + βs′

−k′,j(t)αs′

k′,j(t)]

}
,
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Los operadores de sabor quedan relacionados con los operadores de masa
por (

αs
k,σ(t)

βs†
−k,σ(t)

)
= K−1(t)

(
αs

k,j(t)

βs†
−k,j(t)

)
K (t) , (59)

con K (t) = I (t)Gθ(t). Esta es la transformación de Bogoliubov entre los
operadores de sabor y los operadores de masa.
Interpretando a αs

k,σ(t) y βs
−k,σ(t), a t = 0, como los operadores de

aniquilación de sabor

αs
k,σ(0)K−1(0)|0〉1,2 = K−1(0)αs

k,j |0〉1,2 = 0 ,

βs
−k,σ(0)K−1(0)|0〉1,2 = K−1(0)βs

−k,j |0〉1,2 = 0 , (60)

de alĺı conclúımos que el vaćıo aniquilado por los operadores de sabor es

|0〉e,µ ≡ K−1(0)|0〉1,2 . (61)
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Los estados que describen los neutrinos del electrón y del muón son

|νe(k, s)〉 ≡ αs†
k,e(0)|0〉e,µ ,

|νµ(k, s)〉 ≡ αs†
k,µ(0)|0〉e,µ . (62)

debido a la arbitrariedad en la masa escogemos para los campos de sabor
los parámetros mj , con ello(

αs
k,σ(t)

βs†
−k,σ(t)

)
= G−1

θ (t)

(
αs

k,j(t)

βs†
−k,j(t)

)
Gθ(t)

(
αs

k,e(t)

βs†
−k,e(t)

)
=

∫
d3x

∑
n

f̃ 1
n,k

(
f s†
n,1(x)

g s†
n,1(x)

)
G−1
θ (t)Ψ1(x)Gθ(t),
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reabsorbiendo las fases de los operadores masivos provenientes de su
evolución temporal, la evaluación resultante es

αr
k,e(t) = cos θ αr

k,1 + sin θ
(
U∗k (t) αr

k,2 + εr Vk(t) βr†
−k,2

)
αr

k,µ(t) = cos θ αr
k,2 − sin θ

(
Uk(t) αr

k,1 − εr Vk(t) βr†
−k,1

)
βr
−k,e(t) = cos θ βr

−k,1 + sin θ
(
U∗k (t) βr

−k,2 − εr Vk(t) αr†
k,2

)
βr
−k,µ(t) = cos θ βr

−k,2 − sin θ
(
Uk(t) βr

−k,1 + εr Vk(t) αr†
k,1

)
donde εr = (−1)r
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Uk(t) ≡ ur†
k,2(t)ur

k,1(t) = v r†
−k,1(t)v r

−k,2(t) = |Uk| e i(ω2−ω1)t

Vk(t) ≡ εr ur†
k,1(t)v r

−k,2(t) = −εr ur†
k,2(t)v r

−k,1(t) = |Vk| e i(ω2+ω1)t

|Uk| =
|k|2 + (ω1 + m1)(ω2 + m2)

2
√
ω1ω2(ω1 + m1)(ω2 + m2)

|Vk| =
(ω1 + m1)− (ω2 + m2)

2
√
ω1ω2(ω1 + m1)(ω2 + m2)

|k|

|Uk|2 + |Vk|2 = 1.
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Utilizando la definición de función de onda de sabor, asi como los estados
de Bogoliubov, obtenemos

ψn
ρ→σ(x) = 〈0|Ψ̂σ(x)|νρ(n, s)〉 ,

=
∑
kk′,r

f̃ j
n,k

ur
k′,i√
V

e ik′·x〈0|αr
k′,σ(t)αs†

k,ρ(0)|0〉

+
∑
kk′,r

f̃ j
n,k

v r
−k′,i√

V
e ik′·x〈0|βr†

−k′,σ(t)αs†
k,ρ(0)|0〉 ,

=
∑

k

f̃ j
n,k

e ik·x
√

V

[
us

k,i

{
αs

k,σ(t), αs†
k,ρ(0)

}
+ v s
−k,i

{
βs†
−k,σ(t), αs†

k,ρ(0)
}]

.
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La probabilidad será el cuadrado de esta cantidad integrada sobre todo el
espacio, es decir

Pn
ρ→σ(t) =

∫
d3x |Ψn

ρ→σ(x)|2 =
∑

k

|f̃ j
n,k|

2Pk
ρ→σ(t)

donde Pk
ρ→σ(t) =

∣∣∣{αs
k,σ(t), αs†

k,ρ(0)
}∣∣∣2 +

∣∣∣{βs†
k,σ(t), αs†

k,ρ(0)
}∣∣∣2. (63)
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{
αr

k′,e(t), αs†
k,e(0)

}
= δrsδk′k

[
cos2 θ + sin2 θe iω1t(|Uk|2e−iω2t + |Vk|2e iω2t)

]
,{

βr†
k′,e(t), αs†

k,e(0)
}

= δrsδk′k
[
2iεs |Uk||Vk| sin2 θ sin(ω2t)e−iω1t

]
,{

αr
k′,µ(t), αs†

k,e(0)
}

= δrsδk′k
[
sin θ cos θ|Uk|e−iω1t(e iω1t − e iω2t)

]
,{

βr†
k′,µ(t), αs†

k,e(0)
}

= δrsδk′k
[
εs sin θ cos θ|Vk|e−iω1t(e iω1t − e−iω2t)

]
.

y con ello se tiene

Pk
e→e(t) = 1 − sin2(2θ)

[
|Uk|2 sin2

(
ω2 − ω1

2
t

)
+ |Vk|2 sin2

(
ω2 + ω1

2
t

)]
,

Pk
e→µ(t) = sin2(2θ)

[
|Uk|2 sin2

(
ω2 − ω1

2
t

)
+ |Vk|2 sin2

(
ω2 + ω1

2
t

)]
,
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la cual está claramente normalizada, es decir, para todo t, se cumple que

Pk
e→e(t) + Pk

e→µ(t) = 1. (64)

al igual que para los estados de paquetes de onda

Pn
e→e(t) + Pn

e→µ(t) =
∑

k

|f 1
n,k|2

(
Pk

e→e(t) + Pk
e→e(t)

)
= 1 . (65)

y satisface la condición inicial de sabor

Pn
e→e(0) = 1 ,

Pn
e→µ(0) = 0 , (66)

es decir, nuestros estados de neutrino son correctos autoestados de sabor.
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CARGA DE SABOR Y PROBABILIDAD DE TRANSICIÓN

Blasone y Vitiello , definen la probabilidad de transición de un neutrino
de un sabor α a otro de sabor β, como el valor esperado del operador de
carga al tiempo t respecto al estado inicial del neutrino a tiempo t = 0,
es decir

Pk
α→β(t) ≡ 〈να|Qβ(t)|να〉 , (67)

donde Qβ(t), es el operador de carga de sabor al tiempo t, el cual está
dado por

Qβ(t) =

∫
d3x : Ψ†β(x)Ψβ(x) : , (68)

luego la probabilidad es

Pk
α→β(t) =

∫
d3x〈να| : Ψ†β(x)Ψβ(x) : |να〉 . (69)

Cesar Alfonso Agón Quintero

OSCILACIONES DE NEUTRINOS
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El operador de carga en la base de ondas planas tiene la misma forma
que en la base de paquetes de onda y por tanto los estados de sabor y
momento definido son autoestados de este operador a t = 0.

Qσ(t) =
∑
k,r

(
αr†

k,σ(t)αr
k,σ(t) − βr†

−k,σ(t)βr
−k,σ(t)

)
. (70)

en términos de los operadores de creación y aniquilación deducidos del
tratamiento anterior se tiene

Pn
α→β(t) =

∑
k

|f̃ e
n,k|2Qk,β(t) donde

Pk
α→β(t) =

∣∣∣{αs
k,β(t), αs†

k,α(0)
}∣∣∣2 +

∣∣∣{βs†
−k,β(t), αs†

k,α(0)
}∣∣∣2 + 〈0|Qσ(t)|0〉

=
∣∣∣{αs

k,β(t), αs†
k,α(0)

}∣∣∣2 +
∣∣∣{βs†
−k,β(t), αs†

k,α(0)
}∣∣∣2
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Nuestra expresión para la probabilidad de transición de sabor

Pk
α→β(t) =

∫
d3x〈να|Ψ†β(x)|0〉〈0|Ψβ(x)|να〉, (71)

cuando se evalúa es igual a la anterior como se mostró antes.
Dado que las probabilidades son iguales resulta de interés ver si la
densidad de probabilidad de transición tambien coincide con la derivada
del formaĺısmo de la carga de sabor. Es decir si la expresión anterior
coincide con

Pk
α→β(t) =

∫
d3x〈να| : Ψ†β(x)Ψβ(x) : |να〉 . (72)

antes de integrar en x
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EQUIVALENCIA ENTRE DENSIDADES

La densidad de probabilidad obtenida en el marco de la función de onda
de sabor, para un neutrino que es inicialmente del electrón es

〈νe |Ψ†σ(x)|0〉〈0|Ψσ(x)|νe〉 , (73)

En función de un completo de estados de neutrinos de sabor.

I = |0〉〈0|+
∑
ᾱ

∫
d3k|νᾱ〉〈νᾱ|+

1

2

∑
ᾱ,β̄

∫
d3kd3k ′|νᾱνβ̄〉〈νᾱνβ̄ |+ · · · , (74)

donde ᾱ, β̄ son ı́ndices que representan tanto a part́ıculas como a
antipart́ıculas de sabor. Del segundo término en adelante podemos
escribir sus contribuciones en función de los estados de masa como

I = |0〉〈0| +
∑

ī

∫
d3k G−1

θ (0)|νī 〉〈νī |Gθ(0)

+
1

2

∑
ī ,̄j

∫
d3kd3k ′ G−1

θ (0)|νīνj̄〉〈νīνj̄ |Gθ(0) + · · · (75)
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Insertamos el operador |0〉〈0|, tomado de la ecuación (75) en la ecuación
(73)

〈νe |Ψ†σ(x)|0〉 〈0|Ψσ(x)|νe〉 = 〈νe |Ψ†σ(x)I Ψσ(x)|νe〉

−
∑

ī

∫
d3k 〈νe |Ψ†σ(x)G−1

θ (0)|νī 〉〈νī |Gθ(0)Ψσ(x)|νe〉

− 1

2

∑
ī ,̄j

∫
d3kd3k ′ 〈νe |Ψ†σ(x)G−1

θ (0)|νīνj̄〉〈νīνj̄ |Gθ(0)Ψσ(x)|νe〉

− · · · (76)
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Con el calculo detallado se llega a la relación

〈νe |Ψ†σ(x)|0〉〈0|Ψσ(x)|νe〉 = 〈νe |Ψ†σ(x)Ψσ(x)|νe〉 −
∑

s

[δ(0)]2 ,

pero la densidad de probabilidad se define en orden normal, y esta
candirar , esta relacionado con su valor esperado sin orden normal por

〈νe |Ψ†σ(x)Ψσ(x)|νe〉 = 〈νe | : Ψ†σ(x)Ψσ(x) : |νe〉+
∑

s

[δ(0)]2 .

Considerando estos dos resultados se deduce que en efecto las
densidades de probabilidad definidas con la densidad de carga y
con la función de onda coinciden entre śı,

〈νe |Ψ†σ(x)|0〉〈0|Ψνσ(x)|νe〉 = 〈νe | : Ψ†σ(x)Ψσ(x) : |νe〉 .
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Usando un paquete gausiano para la localización de los estados,
obtenemos

PB
e→µ(L)∼=

sin2(2θ)

2

(
1− |UP|2 cos(2πL/λ)e−L2/L2

coh

−|VP|2 cos(2πL/λ̄)e−L2/L̄2
coh

)
, (77)

donde

|UP|2 ∼= 1− (m2 −m1)2

4|P|
+ O((mi/|P|)4)

|VP|2 ∼=
(m2 −m1)2

4|P|
+ O((mi/|P|)4) . (78)
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Figure: |Up|2 y |Up|2 como función de |p|, en puntos para m2 = 10−2[eV ]
y m1 = 10−3[eV ], ĺınea a trazos para m2 = 10−2[eV ] y m1 = 10−4[eV ],
ĺınea continua para m2 = 10−2[eV ] y m1 = 0[eV ].
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Figure: PB
e→µ(L) con σ = 0.01[eV ], m2 = 10−2[eV ], m1 = 0[eV ] y

P = 0.1[eV ].
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m2 = 10−2[eV ], m1 = 0[eV ] y P = 0.1[eV ].
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e→µ (L) en ĺınea a trazos, con

m2 = 10−2[eV ], m1 = 0[eV ] y P = 0.1[eV ].
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CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Se realizó un estudio detallado de las oscilaciones de neutrinos
tomando como punto de partida la función de onda definida a partir
de la teoŕıa cuántica de campos

Estudiamos dos posibles definiciones para los estados de sabor de lo
cual conclúımos que para la consistencia de nuestro tratamiento se
requieren estados de Bogoliubov

Presentamos dos distintos métodos de transformación tiempo a
distancia.

Establecimos una prescripción para el cálculo de valores esperados
de observables f́ısicos a partir de la función de onda de sabor.

Demostramos la equivalencia entre las probabilidad de transición
basadas en nuestro formalismo y aquel del valor esperado del
operador de carga de sabor.
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Poner en un marco de funciones de onda el fenómeno de oscilación de
sabor incluyendo la estructura no trivial de el vaćıo de sabor tiene como
ventajas:

Posibilidad de tratar a los neutrinos de Mayorana en este mismo
formaĺısmo (Blasone utiliza valor esperado de momento)

Facilmente generalizable a tres neutrinos en cuyo caso abre la
posibilidad del estudio de la violación de CP

Posibilidad de obtención de la probabilidad de transición en medios

Otros posibles estudios de las oscilaciones de neutrinos en los cuales
cabŕıa la posibilidad de un aumento en los efectos propios de este
formaĺısmo.
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En la ecuación anterior los términos adicionales al término de la ecuación
(73) que proviene del término |0〉〈0| del desarrollo de la identidad. Y la
parte adicional de la identidad la denotaremos como [· · · |0〉〈0| · · · ],se
puede escribir los campos de sabor en términos de los campos de masa y
los estados de neutrino del electrón en términos del neutrino ν1.

1

n!

X
ī,...,īn

Z
d3k...d3kn 〈νe |Ψ†σ(x)G−1

θ (0)[· · · |0〉〈0| · · · ]Gθ(0)Ψσ(x)|νe〉

=
1

n!

X
ī,...,īn

Z
d3k...d3kn |Uσ,j 〈0| · · · ]Gθ(0)Ψj (x)G−1

θ (0)|ν1〉|2

El valor esperado

〈0| · · · ]Gθ(0)Ψj (x)G−1
θ (0)|ν1〉 =

X
s

Z
d3k

(2π)3/2
e ikxus

k,j (t)〈0| · · · ]Gθ(0)αs
k,jG

−1
θ (0)αr†

p,1|0〉

+
X

s

Z
d3k

(2π)3/2
e ikxv s

−k,j (t)〈0| · · · ]Gθ(0)βs†
−k,jG

−1
θ (0)αr†

p,1|0〉

(79)

Cesar Alfonso Agón Quintero

OSCILACIONES DE NEUTRINOS
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Dado que que G−1
θ (0) = G−θ(0) y que αr

p,σ(0) = G−1
θ (0)αr

p,jGθ(0),
apartir de

αr
k,e(t) = cos θ αr

k,1 + sin θ
“
U∗k (t) αr

k,2 + εr Vk(t) βr†
−k,2

”
αr

k,µ(t) = cos θ αr
k,2 − sin θ

“
Uk(t) αr

k,1 − εr Vk(t) βr†
−k,1

”
βr†
−k,e(t) = cos θ βr†

−k,1 + sin θ
“
Uk(t) βr†

−k,2 − εr V∗k (t) αr
k,2

”
βr†
−k,µ(t) = cos θ βr†

−k,2 − sin θ
“
U∗k (t) βr†

−k,1 + εr V∗k (t) αr
k,1

”
(80)

Se obtiene el resultado de G al actuar sobre los operadores de creación y
aniquilación (79),

Gθ(0)αr
k,1G

−1
θ (0) = cos θ αr

k,1 − sin θ
“
|Uk| αr

k,2 + εr |Vk| βr†
−k,2

”
Gθ(0)αr

k,2G
−1
θ (0) = cos θ αr

k,2 + sin θ
“
|Uk| αr

k,1 − εr |Vk| βr†
−k,1

”
Gθ(0)βr†

−k,1G
−1
θ (0) = cos θ βr†

−k,1 − sin θ
“
|Uk| βr†

−k,2 − εr |Vk| αr
k,2

”
Gθ(0)βr†

−k,2G
−1
θ (0) = cos θ βr†

−k,2 + sin θ
“
|Uk| βr†

−k,1 + εr |Vk| αr
k,1

”
(81)
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De todos los términos representados por 〈0| · · · ] solo contribuirán los que
tienen dos operadores; para identificar el conjunto de estados que
contribuyen en cada caso, desarrollamos cada término por separado

〈0| · · · ]Gθ(0)αs
k,1G

−1
θ (0)αr†

p,1|0〉 = cos θ 〈0| · · · ]αs
k,1 α

r†
p,1|0〉

− sin θ
“
|Uk| 〈0| · · · ]αs

k,2 α
r†
p,1|0〉

+ εs |Vk| 〈0| · · · ]βs†
−k,2α

r†
p,1|0〉

”
,

= −εs sin θ |Vk| 〈0| · · · ]βs†
−k,2α

r†
p,1|0〉 ,

〈0| · · · ]Gθ(0)βs†
−k,1G

−1
θ (0)αr†

p,1|0〉 = cos θ 〈0| · · · ]βs†
−k,1 α

r†
p,1|0〉

− sin θ |Uk| 〈0| · · · ]|βs
−k,2 α

r†
p,1|0〉 ,

〈0| · · · ]Gθ(0)αs
k,2G

−1
θ (0)αr†

p,1|0〉 = −εs sin θ |Vk| 〈0| · · · ]βs†
−k,1α

r†
p,1|0〉 ,

〈0| · · · ]Gθ(0)βs†
−k,2G

−1
θ (0)αr†

p,1|0〉 = cos θ 〈0| · · · ]βs†
−k,2 α

r†
p,1|0〉

+ sin θ |Uk| 〈0| · · · ]βs†
−k,1 α

r†
p,1|0〉 , (82)
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definimos la amplitud

Aσ ≡ Uσ,j 〈0| · · · ]Gθ(0)Ψj (x)G−1
θ (0)|ν1〉

= Uσ,1〈0| · · · ]Gθ(0)Ψ1(x))G−1
θ (0)|ν1〉+ Uσ,2〈0| · · · ]Gθ(0)Ψ2(x)G−1

θ (0)|ν1〉

y desarrollando los campos

Aσ =
X

s

Z
d3k

(2π)3/2
e ikx

h
Uσ2 cos θv s

−k,2(t)− Uσ1 sin θ(εs |Vk|us
k,1(t) + |Uk|v s

−k,1(t))
i

×〈0| · · · ]βs†
−k,2 α

r†
p,1|0〉

+
X

s

Z
d3k

(2π)3/2
e ikx

h
Uσ1 cos θv s

−k,1(t)− Uσ2 sin θ(εs |Vk|us
k,2(t)− |Uk|v s

−k,2(t))
i

×〈0| · · · ]βs†
−k,1 α

r†
p,1|0〉 (83)

Escrito de esta forma el cuadrado de esta amplitud se parte en dos
partes, dado que los estados 〈0| · · · ] seleccionan solo una de las dos
partes de la amplitud.
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De esta forma se puede computar el término de interés, que consiste de
contribuciones de dos estados que son 〈0|αr

k′,1β
s
−k′′,2 y 〈0|αr

k′,1β
s
−k′′,1

respectivamente y se obtiene

1

2

X
ī ,̄j

Z
d3k ′d3k ′′ 〈νe |Ψ†σ(x)G−1

θ (0)|νīνj̄ 〉〈νīνj̄ |Gθ(0)Ψσ(x)|νe〉 =
X

s

[δ(0)]2. (84)

Apartir de la cual se deriva la relación

〈νe |Ψ†σ(x)|0〉〈0|Ψσ(x)|νe〉 = 〈νe |Ψ†σ(x)Ψσ(x)|νe〉 −
X

s

[δ(0)]2 , (85)

pero la densidad de probabilidad Blasone y Vitiello, se define su orden
normal, el cual, esta relacionado con su valor esperado sin orden normal
por

〈νe |Ψ†σ(x)Ψσ(x)|νe〉 = 〈νe | : Ψ†σ(x)Ψσ(x) : |νe〉+
X

s

[δ(0)]2 , (86)

Cesar Alfonso Agón Quintero

OSCILACIONES DE NEUTRINOS
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Considerando estos dos resultados se deduce que en efecto las
densidades de probabilidad definida con la densidad de carga y con
la función de onda coinciden entre śı,

〈νe |Ψ†σ(x)|0〉〈0|Ψνσ(x)|νe〉 = 〈νe | : Ψ†σ(x)Ψσ(x) : |νe〉 .(87)
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