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Resumen

Este documento presenta un andlisis riguroso de las redes neuro-
nales convolucionales (CNN), comenzando desde los fundamentos ma-
tematicos de la convolucién hasta su aplicaciéon en el procesamiento
de imagenes digitales y el aprendizaje profundo.

1. Fundamentos de la Convolucion

1.1. Definicion Matematica

Definicién 1.1 (Convolucién Continua). La convolucién de dos funciones
fy9: R — R se define como:
/ f(r)g(t —7)dr

Definicién 1.2 (Convolucién Discreta). Para secuencias discretas, la convo-
lucion se define como:

(f *g)[n Zf m]

m=—00

1.2. Convolucion en Imagenes 2D

Para iméagenes digitales, utilizamos la convolucién 2D discreta:
(I« K)[i ZZImn [i —m,j —n]

donde I es la imagen y K es el kernel de convolucién.
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Entrada

Kernel
Salida
11 | 12 | T13 | L14
ki | k12 | ks
To1 | T22 | X23 | T24 Y11 | Y12
ko1 | koo | kos
T31 | T32 | X33 | T34 Y21 | Y22
ka1 | k32 | ks3
Tg1 | Xg2 | 43 | Ta4

Figura 1: Operacién de convolucién 2D

2. Distincion Fundamental entre CNNs y Re-
des Neuronales Tradicionales

2.1. Conectividad Local y Comparticion de Parame-
tros

Definicién 2.1 (Conectividad Local). Sea N (i, j) el vecindario de la posicién
(i,7) definido como:

N j) = {(s,) - [s =il <k, [t —j] <k}

donde k es el radio del kernel. La conectividad local implica que cada neurona
en la capa [ solo se conecta con las neuronas en N (i, 7) de la capa [ — 1.

Teorema 2.1 (Reduccién de Pardmetros). Para una capa convolucional con
kernel de tamano K x K y Cj, canales de entrada y C,,; canales de salida,
el niimero de parametros es:

PCNN = K2 : Czn : Cout + Cout

mientras que para una capa completamente conectada con las mismas di-
mensiones seria:

Prec=(W -H-Cyp)- (W -H -Cou)+ W' -H - Cou

donde W, H son las dimensiones espaciales de entrada y W', H' las de salida.



Cuadro 1: Comparacién entre FFNNs y CNNs

Aspecto FFNNs CNNs
Ventajas
= Implementacion simple Excelentes con datos es-
. paciales
= Versatilidad
Menos parametros
= Menor costo compu-
tacional Invarianza a la traslacién
= Efectivas con datos tabu- Pesos compartidos
lares . 7 . 7 .
Deteccién jerarquica
= Mayor interpretabilidad
Desventajas

= Mal manejo de datos es-
paciales

= Mayor numero de
parametros

= Menor capacidad de abs-
traccion

= No preservan relaciones
espaciales

= Propensas a sobreajuste

Implementacion comple-
ja

Alto costo computacio-
nal

Requieren mas datos

Especificas para datos
estructurados

Dificiles de interpretar




Demostracion. En una CNN, cada filtro tiene K? pardmetros y se aplica a
todos los canales de entrada (Cy,). Hay C,,; filtros diferentes, més un término
de bias por filtro.

En una capa FC, cada neurona de salida se conecta con cada neurona de
entrada, resultando en el producto de las dimensionalidades totales. O]

2.2. Invarianza Traslacional

Proposicién 2.1 (Invarianza Traslacional). Sea Ts un operador de traslacién
por d pixels. Una CNN con kernel K exhibe la propiedad:

K x (Tsz) ~ Ts(K * x)

Lema 2.1 (Equivarianza). La operacion de convolucién es equivariante a la
traslacion:

K % (T(;]?) = Tg(K * JJ)

Esta propiedad se mantiene exactamente para convoluciones circulares y
aproximadamente para convoluciones con padding.

2.3. Comparacion Matematica con Redes Fully-Connected

Una capa fully-connected realiza la siguiente operacién:

yj =0 (Z Wﬂl‘z + b]>

En contraste, una capa convolucional realiza:

Yjmn = O <§ E K paTimipntg + bj)

i Py
donde:
» Kjipq es el kernel convolucional
» Los indices (p, q) recorren solo el tamafio del kernel

» Los pesos Kj;,, se comparten entre todas las posiciones espaciales



FC CNN

Figura 2: Comparacion de conectividad entre redes FC y CNN

2.4. Propiedades Fundamentales que Distinguen las CNNs

1. Sparse Interactions: A diferencia de las capas fully-connected, cada
neurona en una CNN interactia solo con un subconjunto local de las
entradas.

2. Parameter Sharing: Los mismos pesos del kernel se aplican a diferen-
tes posiciones de la entrada, reduciendo significativamente el niimero
de parametros.

3. Equivariant Representations: Las CNNs son equivariantes a la tras-
lacién, lo que significa que un desplazamiento en la entrada resulta en
un desplazamiento correspondiente en la salida.

Teorema 2.2 (Complejidad Computacional). Para una capa convolucional
con entrada de tamano n x n, kernel de tamano k x k, y m canales:

Complejidad CNN = O(k*mn?)
mientras que para una capa fully-connected equivalente:

Complejidad FC = O(n*)

3. Padding en Convoluciones

3.1. Valid Padding

Definicién 3.1 (Valid Padding). El valid padding es una estrategia de con-
volucion donde solo se realizan operaciones cuando el kernel estda completa-
mente contenido dentro de la imagen, sin anadir valores adicionales en los
bordes. Para una entrada de tamano (n x n) y un kernel de tamano (k x k),
la salida tendra dimensiones:

m—k+1)x(n—k+1)

b}



Teorema 3.1 (Reduccién de Dimensionalidad con Valid Padding). Para una
secuencia de L capas convolucionales con kernels de tamano k;, la dimensién
de salida n; dada una entrada ng es:

L

nL:no—Z(ki—l)

i=1

Demostracion. En cada capa i, la dimension se reduce en (k; —1). Aplicando
esto secuencialmente:

ny=mng— (kg — 1)
n2:n1—(k2—1):n0—(k1—1)—(l<:2—1)

L

nL:nO—Z(ki—l)

=1

Entrada 4 x 4

Kernel 3 x 3
Salida 2 x 2
1121|314
al|b|c
516 | 7|8 X1y
d|le ]| f
9 11011112 — w | z
g | h|i
131141151 16

Figura 3: Ejemplo de Valid Padding: La convolucién de una matriz 4 x 4 con
un kernel 3 x 3 produce una salida 2 x 2. Las regiones coloreadas muestran
las cuatro posibles posiciones validas del kernel.

Lema 3.1 (Preservacién de Informacién). El valid padding garantiza que
cada valor en la salida se compute utilizando inicamente informacién real de
la entrada, sin valores artificiales anadidos.



3.2. Comparacion con Otros Tipos de Padding

Tipo de Padding | Dimensién de Salida | Caracteristica Principal

Valid n—k+1 No anade valores adicionales

Same n Mantiene dimensiones originales

Full n+k—1 Considera todas las superposiciones posibles

Cuadro 2: Comparacion de diferentes estrategias de padding

Proposicién 3.1 (Ventajas y Desventajas del Valid Padding). El valid pad-
ding ofrece:

= Ventajas:

e No introduce artefactos artificiales
e Garantiza célculos basados solo en datos reales

e Reduce la dimensionalidad de forma natural
= Desventajas:

e Pérdida de informacién en los bordes
e Reduccion significativa del tamano de salida

e Posible pérdida de caracteristicas importantes en los bordes

Corolario 3.1.1 (Conservacién de Bordes). Para conservar informacién de
los bordes con valid padding, la entrada debe tener un tamano minimo de:

donde k es el tamano del kernel y d es la dimension minima deseada de salida.

4. Representacion Matricial de la Convolu-
cién
4.1. Matriz de Toeplitz y Tipos de Padding

Definicién 4.1 (Matriz de Toeplitz para Convolucién 1D). Dado un kernel
k = [k1, ko, k3], la matriz de Toeplitz correspondiente para diferentes tipos
de padding es:



Valid Padding:

Toatia =
Same Padding:

Tsame =
Full Padding:

Tru =

ks

ks 00
ky ks 0O
ki ke ks
0 0 Fk
ks 00
ky ks 0O
by ky ks
0 ki ky
0 ki k]
0 0 kK
ks 00
ky ks O
ki ko ks
0 ki k
0 0 ki

4.2. Extension a 2D: Matrices de Toeplitz-Block

Teorema 4.1 (Convolucién 2D como Multiplicacién de Matrices). Una con-
volucion 2D puede expresarse como una multiplicacién de matrices:

y="Tx

donde 7' es una matriz de Toeplitz-block y x es la imagen vectorizada.

Para un kernel K € R¥** y una imagen I € R™*™:

T =

Tl 1 Tl 2
T2 1 T22
Tnl Tn2

Tl n
T2n

T’VLTL

donde cada Tj; es una matriz de Toeplitz que depende del tipo de padding.



Forma Vectorizada

a1

Q12

Matriz Original
ais

ail | a2 | A3 21

Q21 | A22 | (23 — 22

a31 | 32 | 433 Q23

a31

32

a33

Figura 4: Vectorizacién de la matriz de entrada

5. Impacto del Padding en las Operaciones
Matriciales

5.1. Valid Padding

Para valid padding, la matriz de multiplicacion tiene dimensiones:

Tvalid c R((n—k-{—l)(n—k—i—l)) x(n?)

Ky Ky Kiz 0 -+ 0 T
0 Ky Ky Kiz - 0 T2
O O Kll K12 K13 Tp2

5.2. Same Padding

La matriz para same padding tiene dimensiones:
Toume € R®*)x(n?)

El padding se refleja en las filas adicionales de la matriz T
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(K 0 - Ky Kol opo
K12 Kll 0 T K13

. x2
K13 s 0 Kll K12 T o
_K12 KIS e 0 Kll_ "

Proposicién 5.1 (Eficiencia Computacional). La representaciéon matricial
explicita requiere:

» Valid Padding: O((n — k + 1)?n?) elementos
» Same Padding: O(n?) elementos

» Full Padding: O((n + k — 1)?n?) elementos

6. Im2col: Transformacion Eficiente

Definicién 6.1 (Operacién Im2col). La operacién im2col transforma una
imagen y un kernel en matrices que pueden multiplicarse eficientemente:

Y = reshape((K s - im2col(X))")
donde:
K € Reouwx(Rein)
» im2col(X) € R (K2cin)xhw

= h,w son las dimensiones espaciales de salida

Imagen Original Matriz Im2col (kernel 3x3)

1] 2] 3] 4] 12]3]5]6]7]9]0]n
506178 Im2col 213146 7|8]10/11]12
9101112 216|719 (10(11]13]14]15
’13 14115|16 6781011121415 |16

Figura 5: Transformacién Im2col para convolucion eficiente
Corolario 6.0.1 (Complejidad de Im2col). La transformacién im2col reduce

la complejidad de la convolucion a una tinica multiplicacién de matrices, pero
aumenta el uso de memoria en un factor de k2.
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7. Arquitectura de CNNs
7.1. Capas Convolucionales
La salida de una capa convolucional para el canal k£ se define como:

Ci
M=o (Z W,iz x4 b%)

i=1
donde:

= hl es la k-ésima feature map en la capa [

W/, es el kernel convolucional

» 27! es la i-ésima feature map de entrada

b. es el término de bias

o es la funcion de activacién

7.2. Pooling

Definicién 7.1 (Max Pooling). El max pooling sobre una regiéon R se define
como:

p(x);; = max w4,
(S,t)ERiJ‘

8. Retropropagacién en CNNs

Teorema 8.1 (Gradiente de la Convolucién). El gradiente de la funcién de
pérdida L con respecto al kernel W estd dado por:

oL o oL ayﬁj
W = 2 Gy W

2¥]

donde y; ; es la salida de la convolucién.
Demostracion. Por la regla de la cadena y la definicién de convolucion:

Wiy _ .
— Yi+a,j+b
OWap J

Por lo tanto:
oL oL

= A Lita,j+b
OWap i Yi

11



9. Ejemplos Clasicos

9.1. LeNet-5

Arquitectura pionera desarrollada por Yann LeCun para el reconocimien-
to de digitos manuscritos.

Figura 6: Arquitectura LeNet-5

9.2. AlexNet

Arquitectura que popularizé las CNNs al ganar ImageNet en 2012.
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