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Resumen

Realizamos un análisis de teoŕıa efectiva para los decaimientos τ− → π−π0ντ , que

incluyen las interacciones más generales entre campos del Modelo Estándar hasta di-

mensión seis, asumiento neutrinos izquierdos. Con ello restringimos lo más posible la

contribución hadrónica del Modelo Estándar usando simetŕıa quiral, relaciones de dis-

persión, datos y propiedades de QCD asimptótica. Como resultado, fijamos ĺımites

(competitivos con bajas enerǵıas y mediciones del LHC) sobre las interacciones de

corriente cargada (no estándares) tensoriales, encontrando un ligero indicio de su pre-

sencia, de acuerdo a los datos de Belle. Las futuras mediciones de Belle-II pueden ser

útiles para confirmar o restringir contribuciones de Nueva F́ısica debida a corrientes

tensoriales a estos decaimientos. Para ello, el espectro de masa invariante resulta ser

particularmente prometedor.

We perform an effective field theory analysis of the τ− → π−π0ντ decays, that

includes the most general interactions between Standard Model fields up to dimension

six, assuming left-handed neutrinos. We constrain as much as possible the necessary

Standard Model hadronic input using chiral symmetry, dispersion relations, data and

asymptotic QCD properties. As a result, we set precise (competitive with low-energy and

LHC measurements) bounds on (non-standard) charged current tensor interactions,

finding a slight hint for their presence, according to Belle data. Belle-II near future

measurements can thus be very useful in either confirming or further restricting new

physics tensor current contributions to these decays. For this, the spectrum in the di-

pion invariant mass turns out to be particularly promising.
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Caṕıtulo 1

Introducción

En 1911, los experimentos realizados por Lise Meitner, Otto Hanh y otros, indica-

ron la existencia de una violación de enerǵıa en los decaimientos β. Además de una

violación en el teorema de esṕın-estad́ıstica. Por 1930, Wolfgang Pauli propuso una

part́ıcula neutra débilmente interactuante con la finalidad de explicar el origen de la

enerǵıa faltante, esta part́ıcula fue nombrada neutrino por Enrico Fermi. Aunque el

neutrino era dif́ıcil de detectar debido a que interacciona muy débilmente, su existen-

cia fue confirmada en 1953 a través del decaimiento β inverso, ν̄ep→ e+n (Reines and

Cowan, 1953).

En 1930 Fermi propuso una teoŕıa para los decaimientos β, n → pe−ν̄e basado en las

interacciones vectoriales (γµ) de QED que involucra la interacción puntual de cuatro

fermiones. La teoŕıa original de Fermi ha sido modificada a lo largo de los años para in-

corporar las evidencias experimentales, por ejemplo, el hecho de que la interacción débil

viole paridad máximamente (Lee y Yang, 1956; Wu et al., 1957) no estaba incluido en

la teoŕıa inicial esto se puede ver de una manera sencilla al recordar que la interacción

de tipo vectorial en QED preserva paridad, esto llevo a la teoŕıa V − A (Feynman

y Gell-Mann, 1958; Sudarshan and Marshak, 1958). Sin embargo la teoŕıa de Fermi

viola unitariedad a altas enerǵıas, lo cual refleja su no renormalizabilidad. Hoy en d́ıa,

la teoŕıa de Fermi puede ser considerada como una de las posibles contribuciones de

operadores efectivos de dimensión seis a estos decaimientos que constituyen la base de

3



4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

una teoŕıa efectiva.

Motivados por el éxito de la teoŕıa de Fermi, podemos trabajar en un esquema de teoŕıa

efectiva, que preserve las simetŕıas de la teoŕıa fundamental y esté escrito en términos

de los grados de libertad relevantes a esa escala de enerǵıa, en el cual consideramos

interacciones de corriente cargada no estándares a bajas enerǵıas. De esta forma, es

posible encontrar ĺımites sobre este tipo de interacciones.

En este trabajo consideramos el decaimiento semileptónico del τ : τ− → π−π0ντ , debido

a que los modos hadrónicos de decaimiento del leptón τ proporcionan una herramienta

ideal para estudiar los efectos a bajas enerǵıas de las interacciones fuertes (a escalas

de enerǵıa donde no es posible usar QCD perturbativa) en condiciones muy limpias.

Además, las futuras mediciones realizadas por Belle-II indican una disminución en los

errores sistemáticos lo cual permitiŕıa un análisis más preciso sobre este tipo de inter-

acciones no estándares.

Dado que los decaimientos del τ ocurren en una región que está dominada por reso-

nancias, no es suficiente el uso de la Teoŕıa de Perturbaciones quirales (χPT ), que sólo

incluye a los mesones pseudoescalares (π, K, η). Además de esto, se requiere incorporar

las resonancias como grados de libertad activos para poder extender la teoŕıa a enerǵıas

más altas mediante la Teoŕıa de Resonancias quirales (RχT ), para ello también resul-

ta conveniente el uso de las relaciones de dispersión ya que esto permite mantener la

unitariedad y analiticidad de los factores de forma.

Este trabajo está organizado de la siguiente forma: en el caṕıtulo 2 se hace una revisión

de los aspectos teóricos del Modelo Estándar, QCD, Teoŕıas efectivas y finalmente al-

gunos detalles sobre la f́ısica del leptón tau; en el caṕıtulo 3 se describen los aspectos

generales de la teoŕıa aśı como los cálculos de algunas observables de interés; en el

caṕıtulo 4 se discuten los factores de forma de pión; en el caṕıtulo 5 se discuten los

resultados obtenidos de este análisis, y finalmente en el caṕıtulo 6 se muestran algunas

conclusiones.



Caṕıtulo 2

Revisión

2.1. Modelo Estándar

2.1.1. Contenido de part́ıculas en el Modelo Estándar.

El contenido de part́ıculas y campos en el Modelo Estándar [2, 3, 4] (SM, por sus

siglas en inglés) se muestra en la fig. 2.1. Este consiste de 12 fermiones (esṕın=1/2), 4

bosones de norma vectoriales (esṕın=1), y un bosón de Higgs escalar (esṕın=0). Para

cada part́ıcula se muestra información sobre su masa, carga eléctrica y esṕın. Para el

caso de neutrinos, su masa se representa como un ĺımite superior, dado que estas aún

no han sido medidas. Los neutrinos deben ser tratados con especial cuidado, dado que

una part́ıcula de neutrino de un sabor leptónico dado e.g., νe, no es un eigenestado de

masa sino más bien una superposición de al menos tres estados con diferente masa.

Hay dos tipos de fermiones: leptones y quarks. Estos son:

3 leptones cargados (e, µ, τ);

3 neutrinos (νe, νµ, ντ ) (o ν1, ν2, ν3);

6 quarks de diferente sabor.

Cada quark puede tener uno de tres posibles colores. Cada fermión tiene 2 grados

de libertad e.g., puede tener esṕın arriba o abajo, o puede ser izquierdo o derecho.

5



6 CAPÍTULO 2. REVISIÓN

Figura 2.1: Contenido de part́ıculas en el Modelo Estándar. By MissMJ - Own work

by uploader, PBS NOVA [1], Fermilab, Office of Science, United States Department of

Energy, Particle Data Group, Public Domain.

Cada part́ıcula fermiónica en el SM tiene una antipart́ıcula, f 6= f̄ . Esto último aún

no ha sido verificado para neutrinos, los cuales pueden ser part́ıculas de Majorana.

Tradicionalmente a los fermiones se les conoce como campos de materia, y a los bosones

como campos de fuerza (son los mediadores de las interacciones del SM).

En el SM se tienen los siguientes campos bosónicos:

8 vectores (esṕın=1) gluones;

4 vectores (esṕın=1) bosones electrodébiles: γ, Z, W±;

1 escalar (esṕın=0) bosón de Higgs.

Los gluones y el fotón son no masivos y tienen 2 grados de libertad (polarizaciones),
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los bosones Z y W son masivos y tienen 3 grados de libertad (polarizaciones). Por

masivo o no masivo se entiende como la presencia o ausencia de términos de masa en

el Lagrangiano del SM.

Los gluones y bosones electrodébiles (EW) son bosones de norma, sus interacciones con

fermiones están fijas por ciertas simetŕıas del Lagrangiano de SM. Los bosones eléctri-

camente neutros (H, γ, Z y gluones) coinciden con sus antipart́ıculas e.g., γ ≡ γ̄. Cada

uno de los 8 gluones porta un color y un anticolor.

2.1.2. Modelo Estándar de las part́ıculas elementales.

El Modelo Estándar está basado en un grupo de simetŕıa de norma local G =

SU(3)C ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y . El factor de SU(3) (QCD) tiene acoplamientos de norma

gs y ocho bosones de norma (gluones) Gi, i = 1 · · · 8. Esta es no quiral, y actúa sobre

los ı́ndices de color de los quarks izquierdos y derechos qrα, donde α = 1, 2, 3 indica

color y r sabor. QCD no está rota espontáneamente, y por lo tanto los gluones no

adquieren masa.

Por otro lado, el factor electrodébil SU(2)L ⊗ U(1)Y es quiral. El grupo SU(2) tiene

los acoplamientos de norma g, bosones de norma W i (i = 1, 2, 3), y actúa solamente

sobre los ı́ndices de sabor de los fermiones izquierdos. Esto lleva a las interacciones de

corriente cargada de la teoŕıa de Fermi, y además incluye un bosón neutro W 0 asociado

con una simetŕıa de fase fermiónica. El factor abeliano U(1) tiene acoplamientos de

norma g′ y bosón de norma B. Este también es quiral, actuando sobre fermiones L

y R pero con diferente hipercarga. Después del rompimiento espontáneo de simetŕıa

(SSB), SU(2) ⊗ U(1) es roto a un único U(1)Q, incorporando QED con el fotón una

combinación lineal de W 0 y B. La combinación ortogonal (Z), aśı como W±, adquiere

masa.

El Lagrangiano de Modelo Estándar es

L = Lgauge + Lf + Lφ + LY uk, (2.1)
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el cual se refiere a los sectores de norma, fermiones, Higgs y Yukawa de la teoŕıa. Hay

un término adicional de fantasma y de fijación de la norma los cuales entran en la

cuantización. Los términos de norma son

Lgauge = −1
4G

i
µνG

µνi − 1
4W

i
µνW

µνi −−1
4BµνB

µν , (2.2)

donde los tensores para los campos para SU(3), SU(2), y U(1) son respectivamente

Gi
µν = ∂µG

i
ν − ∂νGi

µ − gsfijkGj
µG

k
ν , i, j, k = 1 · · · 8; (2.3a)

W i
µν = ∂µW

i
ν − ∂νW i

µ − gfijkW j
µW

k
ν , i, j, k = 1 · · · 3; (2.3b)

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ. (2.3c)

Estos incluyen los términos cinéticos de los bosones de norma aśı como términos de

autointeracción de tres y cuatro puntos para Gi y W i. El bosón de norma abeliano

U(1) no tiene autointeracciones.

La parte fermiónica del Modelo Estándar involucra F = 3 familias de quarks y leptones.

Cada familia consiste de

Dobletes− L : q0
mL =

 u0
m

d0
m


L

, `0
mL =

 ν0
m

`−0
m


L

, (2.4a)

Singletes−R : u0
mR, d

0
mR, e

−0
mR, ν

0
mR, (2.4b)

en el cual los campos quirales L son dobletes de SU(2) y los campos R son singletes. El

supeŕındice 0 se refiere al hecho de que estos campos son eigenestados débiles, i.e., con

propiedades de transformación de norma definidas, con los elementos de cada doblete

transformándose bajo SU(2), y m = 1, 2, 3 etiqueta la familia. Después del SSB, estos

se convierten en una mezcla de campos de eigenestados de masa. Los quarks u0 y d0

tienen cargas eléctricas 2/3 y −1/3, respectivamente. Hay 2F = 6 sabores de quarks.

Cada uno de ellos porta un ı́ndice de color u0
mL,Rα o d0

mL,Rα. Los grupos SU(2) y SU(3)

conmutan, de tal forma que las interacciones de QCD no cambian el sabor,y viceversa.

e− y ν0 son leptones, son singletes de color y tienen cargas eléctricas −1 y 0. Los

neutrinos derechos son singletes de SU(2) y son requeridos en varios modelos para dar
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masa a neutrinos. Todos estos campos excepto el ν0
mR portan hipercarga débil Y , que

en nuestra convención se define como

Y = Q− T 3
L, (2.5)

donde T 3
L es el tercer generador de SU(2)L y Q es la carga eléctrica.

Las representaciones de SU(2)L y U(1)Y son quirales. Lf consiste enteramente de

términos cinéticos,

Lf =
F∑

m=1

(
q̄0
mLi /Dq

0
mL + ¯̀0

mLi /D`
0
mL

+ū0
mRi /Du

0
mR + d̄0

mRi /Dd
0
mR + ē0

mRi /De
0
mR + ν̄0

mRi /Dν
0
mR

)
,

(2.6)

para un número F arbitrario de familias fermiónicas.

La parte L del Higgs es

Lφ = (Dµφ)†Dµφ− V (φ), (2.7)

donde φ ≡

 φ+

φ0

 es un campo escalar de Higgs complejo [7, 8, 9]. La derivada

covariante es

Dµφ =
(
∂µ + ig

2 ~τ ·
~Wµ + ig′

2 Bµ

)
φ. (2.8)

El cuadrado de la derivada covariante genera interacciones entre los campos de nor-

ma y de Higgs. V (φ) es el potencial de Higgs. La invariancia bajo SU(2) ⊗ U(1) y

renormalizabilidad restringen a V

V (φ) = +µ2φ†φ+ λ(φ†φ)2, µ2 < 0. (2.9)

El término LY uk representa los acoplamientos de Yukawa entre los fermiones y el doblete

de Higgs, los cuales son necesarios para generar masas a los fermiones mediante el

rompimiento espontáneo de simetŕıa de las simetŕıas de norma quirales. Para F familias

fermiónicas, tenemos

LY uk = −
F∑

m,n=1

[
Γumnq̄0

mLφ̃u
0
nR + Γdmnq̄0

mLφd
0
nR

Γemn ¯̀0
mnφe

0
nR + Γνmn ¯̀0

mLφ̃ν
0
nR

]
+ h.c.,

(2.10)
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Los campos fermiónicos izquierdos ψi =

 νi

`−i

 y

 ui

di

, de la i-ésima familia

leptónica, transforman como doblete bajo SU(2), donde d′i ≡
∑
j Vijdj, y V es matriz

de mezcla Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) [10, 11]. Los campos derechos son sin-

gletes de SU(2). En el modelo mı́nimo hay tres familias leptónicas y un doblete de

Higgs complejo φ ≡

 φ+

φ0

.

Después del rompimiento espontáneo de simetŕıa, el Lagrangiano para el campo fer-

miónico es

LF =
∑
i

ψ̄i

(
i/∂ −mi −

gmiH

2MW

)
ψi

− g

2
√

2
∑
i

ψ̄iγ
µ
(
1− γ5

) (
T+W+

µ + T−W−
µ

)
ψi

− e
∑
i

qiψ̄iγ
µψiAµ

− g

2 cos θW
∑
i

ψ̄iγ
µ
(
giV − giAγ5

)
ψiZµ.

(2.11)

θW ≡ arctan(g′/g) es el ángulo débil; e = g sin θW es la carga eléctrica del positrón; y

A ≡ B cos θW + W 3 cos θW es el campo del fotón (sin masa). W± ≡ (W 1 ∓ iW 2) /
√

2

y Z ≡ −B sin θW + W 3 cos θW son los campos bosónicos masivos para la corriente

cargada y neutra, respectivamente. El acoplamiento de Yukawa de H a ψi en el primer

término en Lf , el cual es diagonal en el modelo mı́nimo, es gmi/2MW . Las masas de

los bosones en el sector EW están dadas (a nivel árbol) por,

MH = λv, (2.12a)

MW = 1
2gv = ev

2 sin θW
, (2.12b)

MZ = 1
2

√
g2 + g′2v = ev

2 sin θW cos θW
= MW

cos θW
, (2.12c)

Mγ = 0. (2.12d)

El segundo término en Lf representa la interacción de corriente cargada débil, donde

T+ y T− son los operadores de subida y de bajada de isoesṕın débil. Por ejemplo, el
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acoplamiento de un W a un electrón y un neutrino es

− e

2
√

2 sin θW

[
W−
µ ēγ

µ(1− γ5)ν +W+
µ ν̄γ

µ(1− γ5)e
]
. (2.13)

Para momentos pequeños comparados a MW , este término da lugar a la interacción

efectiva de cuatro fermiones con la constante de Fermi dada por GF/
√

2 = 1/2v2 =

g2/8M2
W . La violación de CP es incorporada en el modelo EW por una única fase en

Vij.

El tercer término en Lf describe las interacciones electromagnéticas (QED), y el último

es la interacción de corriente neutra débil. Los acoplamientos vector y axial-vector son

giV ≡ t3L(i)− 2qi sin2 θW , (2.14a)

giA ≡ t3L(i), (2.14b)

donde t3L(i) es el isoesṕın débil del fermión i (+1/2 para ui y νi; −1/2 para di y ei) y

qi es la carga eléctrica de ψi en unidades de e.

El primer término en ec. (2.11) también se encarga de dar masa a los fermiones, y en

la presencia de neutrinos derechos, de dar masa a neutrinos de Dirac.
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2.2. QCD

Cromodinámica cuántica (QCD), la teoŕıa de campos que describe las interacciones

fuertes de quarks y gluones, es la componente SU(3) del Modelo Estándar SU(3) ⊗

SU(2)⊗ U(1).

El Lagrangiano de QCD está dado por

L =
∑
q

ψ̄q,a
(
iγµ∂µδab − gsγµtCabACµ −mqδab

)
ψq,b −

1
4F

A
µνF

µν
A , (2.15)

donde los ı́ndices repetidos representan una suma sobre ellos. Las γµ son las matrices

de Dirac. Los ψq,a son espinores para un quark de sabor q y masa mq, con un ı́ndice de

color que corre de a = 1 a NC = 3, i.e. los quarks vienen en tres “colores”. Los quarks

están en la representación fundamental del grupo de color SU(3).

Los ACµ corresponden a los campos de los gluones, con C = 1 hasta N2
C − 1 = 8, i.e.

hay ocho tipos de gluones. Los gluones transforman bajo la representación adjunta de

SU(3). Los tCab corresponden a las ocho matrices 3× 3 y son los generadores del grupo

SU(3). Estos son responsables de que la interacción de un gluon con un quark rote

el color del quark en el espacio de SU(3). El término gs es el acoplamiento de QCD.

Finalmente, el tensor de campo FA
µν está dado por

FA
µν = ∂µAAν − ∂νAAµ − gsfABCABµACν [tA, tB] = ifABCt

C , (2.16)

donde fABC son las constantes de estructura de SU(3).

Quarks y gluones no son observados como part́ıculas libres. Los hadrones son singletes

de color (i.e. color neutro) combinaciones de quarks, antiquarks y gluones.

Los parámetros fundamentales de QCD son los acoplamientos gs (o αs = g2
s

4π ) y las

masas de los quarks mq.

Existe libertad de incorporar un término adicional de violación de CP en el Lagran-

giano de QCD, θαs8πF
A
µνF̃

Aµν , donde F̃A
µν es el dual del tensor de campo, 1

2εµνσρF
Aσρ,

donde εµνσρ es el śımbolo de Levi-Civita. Ĺımites experimentales sobre el momento di-

polar eléctrico del neutrón restringen el coeficiente de esta contribución a |θ| < 10−10.
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2.2.1. Running coupling

En el esquema de QCD perturbativa (pQCD), las predicciones para las observables

son expresadas en términos de acoplamientos renormalizados αs(µ2
R), en función de una

escala de renormalización µR. Cuando se toma µR cercana a la escala de la transferencia

de momento Q en un proceso dado, entonces αs(µ2
R ' Q2) es un indicativo de la

magnitud efectiva de la interacción fuerte en ese proceso.

Los acoplamientos satisfacen la siguiente ecuación del grupo de renormalización (RGE):

µ2
R

dαs
dµ2

R

= β(αs) = −(b0α
2
s + b1α

3
s + b2α

4
s + · · · ) (2.17)

donde b0 = (11CA−4nfTR)/(12π) = (33−2nf )/(12π) se refiere al coeficiente de la fun-

ción β de 1 lazo, el coeficiente de dos lazos es b1 = (17C2
A−nfTR(10CA+6CF ))/(24π2) =

(153−19nf )/(24π2), y el coeficiente de tres lazos es b2 = (2857− 5033
9 nf+ 325

27 n
2
f )/(128π3)

para los valores de TR = TF = 1
2 , CA = NC = 3 y CF = N2

C−1
2NC = 4

3 en SU(3). Los

coeficientes b2 y b3 (y en adelante) dependen del esquema de renormalización, aqúı

están dados en el esquema de substracción mı́nima modificado (MS), el esquema más

usado en QCD.

El signo menos en ec. (2.17) es el origen de la Libertad Asintótica [12, 13], i.e. el hecho de

que los acoplamientos fuertes sean débiles para procesos que involucran grandes trans-

ferencias de momentos. Para transferencias de momentos en el rango 100 GeV − TeV,

αs ∼ 0.1, mientras que la teoŕıa es fuertemente interactuante para escalas alrededor y

por debajo de 1 GeV.

Los coeficientes de la función β, los bi están dados por los acoplamientos de una teoŕıa

efectiva en la cual nf de los sabores de quarks son considerados ligeros (mq � µR), y

en el cual los sabores de quarks pesados restantes se desacoplan de la teoŕıa.

2.2.2. Masas de los Quarks

Quarks libres nunca han sido observados, lo cual es entendible como resultado de

grandes distancias, la propiedad de confinamiento de la fuerza fuerte QCD: los quarks

up, down, charm, strange, bottom todos hadronizan, i.e. se vuelven parte de un meson
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Figura 2.2: Resumen de las mediciones de αs como función de la escala de enerǵıa Q.

Ref. [14]

o barión, en una escala de tiempo ∼ 1/Λ; el quark top decae antes de que pueda

hadronizar. Esto complica la obtención de la masa de los quarks. Para esto se suele

recurrir a una prescripción perturbativa que corresponde a la masa de polo, mq, la cual

corresponde a la posición de la divergencia del propagador. Esta es una representación

cercana a la masa f́ısica. Sin embargo, cuando se relaciona a cantidades observables,

esta sufre ambigüedades no perturbativas. Una alternativa es la masa MS, mq(µ2
R), la

cual depende de la escala de renormalización.

Los resultados para las masas de los quarks pesados son obtenidas como masas de

polos o como masas MS evaluadas a una escala igual a las masas, mq(m2
q); las masas

de los quarks ligeros son obtenidos en el esquema MS a una escala µR ∼ 2 GeV. El

polo y masa MS están relacionadas por una serie lentamente convergente que inicia

como mq = mq(m2
q)
(

1 + 4αs(m2
q)

3π +O(α2
s)
)

, mientras la dependencia en la escala de las

masas MS está dada por

µ2
R

dmq(µ2
R)

dµ2
R

=
[
−αs(µ

2
R)

π
+O(α2

s)
]
mq(µ2

R). (2.18)
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En cálculos de procesos de dispersión usando pQCD, es común trabajar en una apro-

ximación en la cual se desprecian las masas de todos los quarks cuyas masas son

significativamente menores que la transferencia de momento en el proceso.
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2.3. Teoŕıas de Campo Efectivas

2.3.1. La teoŕıa de Fermi de Interacciones débiles

En el modelo estándar, los decaimientos débiles ocurren a nivel árbol a través del

intercambio de un bosón W± entre dos corrientes de fermiones izquierdos (excepto para

el quark top, el cual decae en un W+ real y un quark tipo b). El momento transferido

por el bosón W es mucho menor comparado a MW . Por lo tanto, el propagador del W

se reduce a una interacción de contacto:

−gµν + qµqν/M
2
W

q2 −M2
W

q2 �M2
W−−−−−−→

gµν
M2

W

. (2.19)

Estas transiciones de cambio de sabor pueden ser descritas a través de un Hamiltoniano

local efectivo de 4 fermiones [16],

Heff = GF√
2
JµJ µ†, (2.20)

donde

Jµ =
∑
i,j

ūiγµ(1− γ5)Vijdj +
∑
l

ν̄lγµ(1− γ5)l, (2.21)

con Vij la matriz de mezcla CKM , además en esta representación los neutrinos se

encuentran en la base de sabor pero podemos reescribirlos en la base de eigenestados

de masa definida (ν1, ν2 y ν3) a través de la matriz mezcla PMNS [17, 18], y

GF√
2

= g2

8M2
W

(2.22)

la constante de Fermi.

A bajas enerǵıas (E � MW ), no es necesario incluir el campo W en la teoŕıa, debido

a que la enerǵıa no es suficiente para producir un bosón W f́ısico. La amplitud de

transición correspondiente a los diferentes decaimientos débiles de quarks y leptones

son descritos por el Hamiltoniano (2.20), el cual contiene operadores de dimensión 6 y,

un acoplamiento de dimensión −2 (en potencias de enerǵıa). La ec. (2.22) establece la

relación entre el acoplamiento efectivo y los parámetros (g,MW ) de la teoŕıa electrodébil

(a este procedimiento se le conoce como empate o matching).
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Si se expande el propagador del W en potencias de q2/M2
W , se obtienen operadores de

dimensión mayor, los cuales generan correcciones a la ec. (2.20). Podemos despreciar

estas contribuciones, dado que no necesitamos una precisión mayor que m2
f/M

2
W , donde

mf es la masa del fermion que decae.

Si se considera el decaimiento leptónico `→ ν``
′ν̄`′ , el ancho de decaimiento puede ser

calculado, y resulta ser [15]:

Γ(`→ ν``
′ν̄`′) = G2

Fm
5
`

192π3 f(m2
`′/m

2
`), (2.23)

donde f(x) = 1−8x+8x3−x4−12x2 ln x. La dependencia global de la masa, Γ ∼ G2
Fm

5
` ,

resulta de la conocida dimensión del acoplamiento de Fermi (Γ tiene que tener dimen-

sión 1); esta es una propiedad universal de todos los decaimientos de fermiones (excepto

el quark top) y podŕıa haber sido ajustada sólo por análisis dimensional. El espacio

fase de tres cuerpos genera un factor 1/(4π)3; de esta forma el cálculo expĺıcito sólo

es necesario para fijar un factor global de 1/3 y la dependencia con la masa de lepton

final dada por f(m2
`′/m

2
`).

La constante de Fermi se determina a través del decaimiento del µ; la ec. (2.23) propor-

ciona una predicción libre de parámetros para los decaimientos leptónicos del τ . Con

esto, podemos obtener la siguiente relación

Br(τ− → ντe
−ν̄e) = Γ(τ− → ντeν̄e)ττ = m5

τ

m5
µ

ττ
τµ

= 17.77 %, (2.24)

que es comparable con el valor experimental (17.82± 0.04) %.

Si se incluyen los operadores adicionales de 4 fermiones inducidos por el intercambio

de un Z, el Hamiltoniano efectivo también puede ser usado para describir la dispersión

de neutrinos a bajas enerǵıas con quarks o leptones. Un argumento dimensional similar

al anterior obliga a la sección eficaz a escalar con la enerǵıa de la forma

σν ∼ G2
F s, (2.25)

donde s es el cuadrado de la enerǵıa total en el sistema de centro de masas.
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2.3.2. Expansión en momentos

Para construir una teoŕıa efectiva (EFT) [19] que describa la f́ısica a una escala

dada de enerǵıa, se suele trabajar en una expansión en potencias de E/Λi, donde Λi

son las diferentes escalas involucradas en el problema la cuales son mayores que E.

Para ello, se construye el Lagrangiano efectivo más general que contenga los grados

de libertad ligeros relevantes, el cual es consistente con las simetŕıas existentes. Este

Lagrangiano puede ser organizado en potencias de momentos o en términos del número

de derivadas. A bajas enerǵıas, nos interesa trabajar con términos de menor dimensión.

Una EFT está caracterizada por algún Lagrangiano efectivo [15],

L =
∑
i

ciOi, (2.26)

donde Oi son operadores construidos con campos ligeros, y la información sobre los

grados de libertad pesados está oculta en los acoplamientos ci. Los operadores Oi son

organizados de acuerdo a su dimensión, di, la cual fija la dimensión de sus coeficientes:

[Oi] = di −→ ci ∼
1

Λdi−4 , (2.27)

con Λ alguna escala pesada caracteŕıstica del sistema.

A enerǵıas por debajo de Λ, el comportamiento de los operadores está determinado por

su dimensión. Podemos distinguir tres tipos de operadores:

Relevantes (di < 4)

Marginales (di = 4)

Irrelevantes (di > 4)

Los operadores vistos en la teoŕıa de Fermi son de dimensión 6. Estos son llamados

irrelevantes porque sus efectos son suprimidos por potencias de E/Λ y por ello son

pequeños a bajas enerǵıas. Esto no significa que sean despreciables. De hecho, estos

suelen contener la información interesante sobre la dinámica a grandes escalas.

En el caso del Hamiltoniano de Fermi las interacciones están suprimidas por potencias

de MW . A pesar de ser débil, las interacciones de 4 fermiones son importantes porque
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estas generan las contribuciones dominantes a procesos de cambio de sabor o a dis-

persión de neutrinos a bajas enerǵıas. Si las masas de los bosones W y Z fueran de

1016 GeV nunca habŕıamos observado alguna señal de interacción débil.

Por el contrario, los acoplamientos de dimensión positiva dan lugar a efectos que au-

mentan a enerǵıas mucho menores que la escala de este acoplamiento. Por ello, los

operadores de dimensión menor a cuatro son llamados relevantes.

En una teoŕıa de campos relativistas en cuatro dimensiones, el número de operadores

relevantes es pequeño:

d=0: El operador unidad

d=2: Términos de masas de bosones (φ2)

d=3: Términos de masas de fermiones (ψ̄ψ) e interacciones cúbicas escalares (φ3)

Los efectos de masas finitas son despreciables a altas enerǵıas (E � m), sin embargo

estos se vuelven relevantes cuando la escala de enerǵıa es comparable a la masa.

Los operadores de dimensión 4 son igualmente importantes a todas las escalas de

enerǵıa y son llamados operadores marginales. Estos descansan entre la relevancia y la

irrelevancia debido a que los efectos cuánticos pueden modificar su comportamiento de

escalamiento sobre ambos lados. Ejemplos de operadores marginales son φ4, las inter-

acciones de QED y QCD y las interacciones de Yukawa ψ̄ψφ.

En cualquier situación donde hay una gran brecha entre la escala de enerǵıa a ser

analizada y la escala de cualquiera de los estados pesados (i.e. m, E � M), los efec-

tos inducidos por los operadores irrelevantes son siempre suprimidos por potencias de

E/M , y pueden ser despreciados. La EFT resultante, la cual contiene solo operadores

relevantes y marginales, es llamada renormalizable. Sus predicciones son válidas hasta

correcciones de E/M , que pueden ser calculados hasta la precisión deseada (marcada

por la incertidumbre experimental).
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2.3.3. Operadores de dimensión 5 y 6

Imponiendo la simetŕıa de norma del SM la contribución con d = 5 corresponde a

un sólo operador (además de su hermit́ıco conjugado y la asignación de sabor) [30],

Qνν = εjkεmnϕ
jϕm(`kp)TC`nr ≡ (ϕ̃†`p)TC(ϕ̃†`r), (2.28)

donde C es la matriz de conjugación de carga. El operador Qνν viola el número leptóni-

co L. Después del rompimiento de simetŕıa electrodébil, este término genera masas y

mezclas de neutrinos de Majorana.

Todos los operadores de dimensión 6 que están permitidos por las simetŕıas de norma

se muestran en las tablas 2.1 y 2.2, se muestran las contracciones sobre los ı́ndices de

Dirac, de isosesṕın y de color en la parte superior de la tab. 2.1. En el bloque inferior

izquierdo de esa tabla, los ı́ndices de isoesṕın se muestran expĺıcitamente, mientras

que en el bloque inferior derecho se muestran los ı́ndices de color para operadores que

violan número bariónico B. Todos los otros operadores en tablas 2.1 y 2.2 conservan B

y L.

Los operadores bosónicos (X3, X2ϕ2, ϕ6 y ϕ4D2) son todos hermit́ıcos. Aquellos térmi-

nos que contienen X̃µν son CP − impar, mientras que el resto son CP − par. Para

los operadores que contienen fermiones, la conjugación hermit́ıca es equivalente a la

transposición de ı́ndices de generación en cada una de las corrientes fermiónicas en

clases (L̄L)(L̄L), (R̄R)(R̄R), (L̄L)(R̄R), y ψ2ϕ2D2 (excepto para Qϕud).

Si CP es definida en la base de eigenestados débiles entonces Q ∓ Q† son CP −

par(−impar) para todos los operadores fermiónicos. CPV requiere que para cualquie-

ra de estos operadores la parte imaginaria de los correspondientes coeficientes de Wilson

sea no nula.

Contando las entradas de las tablas 2.1 y 2.2, se tienen 15 operadores bosónicos, 19

con una corriente fermiónica, y 25 de cuatro fermiónes que conservan B. En total, hay

15 + 19 + 25 = 59 operadores independientes de dimensión 6 [29], a diferencia de ref.

[30] en el cual se teńıan 80 operadores de dimensión 6.
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X3 ϕ6 y ϕ4D2 ψ2ϕ3

QG fABCGAν
µ GBρ

ν GCµ
ρ Qϕ (ϕ†ϕ)3 Qeϕ (ϕ†ϕ)(¯̀

perϕ)

Q
G̃

fABCG̃Aν
µ GBρ

ν GCµ
ρ Qϕ� (ϕ†ϕ)�(ϕ†ϕ) Quϕ (ϕ†ϕ)(q̄purϕ̃)

QW εIJKW Iν
µ W Jρ

ν WKµ
ρ QϕD (ϕ†Dµϕ)?(ϕ†Dµϕ) Qdϕ (ϕ†ϕ)(q̄pdrϕ)

Q
W̃

εIJKW̃ Iν
µ W Jρ

ν WKµ
ρ

X2ϕ2 ψ2Xϕ ψ2ϕ2D

QϕG ϕ†ϕGA
µνG

Aµν QeW (¯̀
pσ

µνer)τ IϕW I
µν Q

(1)
ϕ` (ϕ†i←→D µϕ)(¯̀

pγ
µ`r)

Q
ϕG̃

ϕ†ϕG̃A
µνG

Aµν QeB (¯̀
pσ

µνer)ϕBµν Q
(3)
ϕ` (ϕ†i←→D I

µϕ)(¯̀
pτ

Iγµ`r)

QϕW ϕ†ϕW I
µνW

Iµν QuG (q̄pσµνTAur)ϕ̃GA
µν Qϕe (ϕ†i←→D µϕ)(ēpγµer)

Q
ϕW̃

ϕ†ϕW̃ I
µνW

Iµν QuW (q̄pσµνur)τ Iϕ̃W I
µν Q(1)

ϕq (ϕ†i←→D I
µϕ)(q̄pγµqr)

QϕB ϕ†ϕBµνB
µν QuB (q̄pσµνur)ϕ̃Bµν Q(3)

ϕq (ϕ†i←→D I
µϕ)(q̄pτ Iγµqr)

Q
ϕB̃

ϕ†ϕB̃µνB
µν QdG (q̄pσµνTAdr)ϕGA

µν Qϕu (ϕ†i←→D µϕ)(ūpγµur)

QϕWB ϕ†τ IϕW I
µνB

µν QdW (q̄pσµνdr)τ IϕW I
µν Qϕd (ϕ†i←→D I

µϕ)(d̄pγµdr)

Q
ϕW̃B

ϕ†τ IϕW̃ I
µνB

µν QdB (q̄pσµνdr)ϕBµν Qϕud (ϕ†i←→D µϕ)(ūpγµdr)

Tabla 2.1: Operadores de dimensión 6. Ref. [29]



22 CAPÍTULO 2. REVISIÓN

(L̄L)(L̄L) (R̄R)(R̄R) (L̄L)(R̄R)

Q`` (¯̀
pγµ`r)(¯̀

sγ
µ`t) Qee (ēpγµer)(ēsγµet) Q`` (¯̀

pγµ`r)(ēsγµet)

Q(1)
qq (q̄pγµqr)(q̄sγµqt) Quu (ūpγµur)(ūsγµut) Q`e (¯̀

pγµ`r)(ūsγµut)

Q(3)
qq (q̄pγµτ Iqr)(q̄sγµτ Iqt) Qdd (d̄pγµdr)(d̄sγµdt) Q`d (¯̀

pγµ`r)(d̄sγµdt)

Q
(1)
`q (¯̀

pγµ`r)(q̄sγµqt) Qeu (ēpγµer)(ūsγµut) Qqe (q̄pγµqr)(ēsγµet)

Q
(3)
`q (¯̀

pγµτ
I`r)(q̄sγµτ Iqt) Qed (ēpγµer)(d̄sγµdt) Q(1)

qu (q̄pγµqr)(ūsγµut)

Q
(1)
ud (ūpγµur)(d̄sγµdt) Q(8)

qu (q̄pγµTAqr)(ūsγµTAut)

Q
(8)
ud (ūpγµTAur)(d̄sγµTAdt) Q

(1)
qd (q̄pγµqr)(d̄sγµdt)

Q
(8)
qd (q̄pγµTAqr)(d̄sγµTAdt)

(L̄R)(R̄L) y (L̄R)(L̄R) B-violating

Q`edq (¯̀j
per)(d̄sq

j
t ) Qduq εαβγεjk[(dαp )TCuβr ][(qγjs )TC`kt ]

Q
(1)
quqd (q̄jpur)εjk(q̄ksdt) Qqqu εαβγεjk[(qαjp )TCqβkr ][(uγs )TCet]

Q
(8)
quqd (q̄jpTAur)εjk(q̄ksTAdt) Qqqq εαβγεjnεkm[(qαjp )TCqβkr ][(qγms )TC`nt ]

Q
(1)
`equ (¯̀j

per)εjk(q̄ksut) Qduu εαβγ[(dαp )TCuβr ][(uγs )TCet]

Q
(3)
`equ (¯̀j

pσµνer)εjk(q̄ksσµνut)

Tabla 2.2: Operadores de cuatro fermiones. Ref. [29]
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2.3.4. Principios de EFT

Los ingredientes básicos usados para construir una EFT se pueden resumir de la

siguiente forma [15]:

1. La dinámica a bajas enerǵıas (distancias grandes) no dependen de los detalles de

la dinámica a grandes enerǵıas (distancias cortas).

2. Hay que elegir la descripción apropiada de la f́ısica importante a la escala consi-

derada. Si existen grandes brechas de enerǵıa, se hace cero (infinito) las escalas

ligeras (pesadas), i.e.

0← m� E �M →∞.

Las correcciones finitas inducidas por estas escalas pueden ser incorporadas como

perturbaciones.

3. Intercambio de part́ıculas pesadas no locales son reemplazadas por una torre de

interacciones locales (no renormalizables) entre las part́ıculas ligeras.

4. La EFT describe la f́ısica a bajas enerǵıas, a una precisión dada, en términos de

un conjunto finito de parámetros:

(E/M)(di−4) & ε⇐⇒ di . 4 + ln(1/ε)
ln(M/E) .

5. La EFT tiene el mismo comportamiento infrarrojo (pero distinto ultravioleta)

que la teoŕıa fundamental.

6. Los únicos remanentes de la dinámica de altas enerǵıas son los acoplamientos de

bajas enerǵıas y las simetŕıas de EFT.
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2.4. Teoŕıa de Perturbaciones Quirales

Considerando el Lagrangiano de QCD extendido [20], con las corrientes de quarks

acopladas a las fuentes Hermı́ticas externas vµ, aµ, s, p (la inclusión de fuentes tenso-

riales se considerará más adelante):

LQCD = L0
QCD + q̄γµ (vµ + γ5aµ) q − q̄ (s− iγ5p) q, (2.29)

donde L0
QCD es Lagrangiano de QCD sin masa. Los campos externos son usados para

parametrizar los diferentes rompimientos de simetŕıa quiral bajo las siguientes consi-

deraciones

rµ ≡ vµ + aµ = −eQAµ,

`µ ≡ vµ − aµ = −eQAµ −
e√

2 sin θW

(
W †
µT+ + h.c.

)
,

s =M,

p = 0,

(2.30)

con Q y M las matrices de carga y masa de los quarks (nf = 3), respectivamente,

Q = 1
3diag(2,−1,−1), M = diag(mu,md,ms). (2.31)

El campo vµ contiene las interacciones electromagnéticas, mientras que la fuente escalar

s contribuye a la masa de los quarks. Los acoplamientos de corriente cargada de los

bosones W± son incorporados en `µ con la matriz 3× 3

T+ =


0 Vud Vus

0 0 0

0 0 0

 (2.32)

que contiene los factores de mezcla de quarks relevantes. El Lagrangiano (2.29) es

invariante bajo transformaciones locales de SU(2)L ⊗ SU(2)R, las fuentes externas

transforman de la siguiente forma:

qL → gLqL, qR → gRqR, s+ ip→ gR (s+ ip) g†L,

`µ → gL`µg
†
L + igL∂µg

†
L, rµ → gRRµg

†
R + igR∂µg

†
R.

(2.33)
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Podemos usar estas simetŕıas para construir un Lagrangiano efectivo generalizado, en

la presencia de fuentes externas. Para garantizar la invariancia local, los campos de

norma vµ y aµ sólo pueden aparecer a través de las derivadas covariantes

DµU = ∂µU − irµU + iU`mu, DµU
† = ∂µU

† + iU †rµ − i`µU †, (2.34)

y a través de los tensores de campo

F µν
L = ∂µ`ν − ∂ν`µ − i[`µ, `ν ], F µν

R = ∂µrν − ∂νrµ − i[rµ, rν ]. (2.35)

A orden dominante en el número de derivadas y de campos externos, el Lagrangiano

más general consistente con invariancia de Lorentz y simetŕıa quiral local [21, 22] es:

L2 = F 2

4
〈
DµU

†DµU + U †χ+ χ†U
〉
, (2.36)

con

χ = 2B0 (s+ ip) . (2.37)

El campo externo proporciona una poderosa herramienta para calcular la realización

efectiva de las corrientes quirales de Noether. Las funciones de Green de las corrientes

de quarks son obtenidas como derivadas funcionales del funcional generador Z[v, a, s, p],

definido via la fórmula

exp[iZ] =
∫
DqDq̄DGµ exp

[
i
∫
d4xLQCD

]
=
∫
DU exp

[
i
∫
d4xLeff

]
. (2.38)

Esta identidad proporciona una conexión entre la teoŕıa fundamental y la teoŕıa efec-

tiva. Al orden más bajo en momento, el funcional Z se reduce a la acción clásica

S2 =
∫
d4xL2. Por lo tanto, a bajas enerǵıas las corrientes de QCD pueden ser calcu-

ladas mediante las derivadas apropiadas con respecto a los campos externos:

JµL = q̄Lγ
µqL

.= δS2

δ`µ
= i

2F
2DµU †U = F√

2
DµΦ− i

2
(
Φ←→D µΦ

)
+O(Φ3/F ),

JµR = q̄Rγ
µqR

.= δS2

δrµ
= i

2F
2DµUU † = − F√

2
DµΦ− i

2
(
Φ←→D µΦ

)
+O(Φ3/F ).

(2.39)

A O(p2), el acoplamiento quiral F es igual a la constante de decaimiento del pion,

F = Fπ = 92.2 MeV, que se define como

〈0|(JµA)12|π+〉 ≡ i
√

2Fπpµ. (2.40)
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Si tomamos la derivadas con respecto a las fuentes escalares y pseudoescalares externas,

se tiene que

q̄jLq
i
R
.= − δS2

δ(s− ip)ji = −F
2

2 B0U(~φ)ij,

q̄jRq
i
L
.= − δS2

δ(s+ ip)ji = −F
2

2 B0U
†(~φ)ij,

(2.41)

además se encontró que el acoplamiento B0 está relacionado al condensado de quarks:

〈0|q̄jqi|0〉 = −F 2B0δ
ij. (2.42)

Los bosones de Nambu-Goldstone, parametrizados por la matriz U(~φ), representan

las excitaciones de enerǵıa cero sobre el condensado que desencadena el rompimiento

dinámico de la simetŕıa quiral.

2.4.1. Masas de mesones Pseudoescalares al primer orden

Considerando s =M y p = 0, la pieza sin derivadas del Lagrangiano (2.36) genera

un término cuadrático de masa para los bosones pseudoescalares, más algunos térmi-

nos de autointeracciones pares proporcionales a las masas de los quarks. Con esto, se

obtiene:

F 2

4 2B0〈M(U + U †)〉 = B0

{
〈MΦ2〉+ 1

6F 2 〈MΦ4〉+O
(

Φ6

F 4

)}
. (2.43)

La evaluación de esta traza en el término cuadrático proporciona la relación entre las

masas de los mesones y los quarks:

M2
π± = 2m̂B0, M2

π0 = 2m̂B0 − ε+O(ε2),

M2
K± = (mu +ms)B0, M2

K0 = (md +ms)B0,

M2
ηs = 2

3(m̂+ 2ms)B0 + ε+O(ε2),

(2.44)

con

m̂ = 1
2(mu +md), ε = B0

4
(mu −md)2

(ms − m̂) . (2.45)
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Debido a la simetŕıa quiral, los cuadrados de las masas de los mesones son proporcio-

nales a una potencia de la masa de los quarks, la constante de proporcionalidad está

relacionada al condensado de quarks:

F 2
πM

2
π± = −m̂〈0|ūu+ d̄d|0〉. (2.46)

Tomando como factor común B0, podemos escribir las siguientes relaciones,

M2
π±

2m̂ = M2
K+

mu +ms

= M2
K0

md +ms

≈
3M2

ηs

2m̂+ 4ms

, (2.47)

y, hasta correcciones de O(mu −md), la relación de masa Gell-Mann-Okubo [23, 24],

3M2
ηs = 4M2

K −M2
π . (2.48)

La simetŕıa quiral por si sola no puede fijar los valores de las masas de los quarks,

debido a que estos son parámetros de corta distancia que dependen de la convención

de renormalización de QCD. La dependencia en la escala y esquema se cancela en

los productos mq q̂q ∼ mqB0, lo cuales son combinaciones relevantes que dominan las

masas pseudoescalares. Sin embargo, χPT proporciona información sobre los cocientes

entre las masas de los quarks, donde la dependencia en B0 se cancela. Despreciando

las pequeñas correcciones O(ε), se obtiene

md −mu

md +mu

= (M2
K0 −M2

K+)− (M2
π0 −M2

π+)
M2

π0
= 0.29,

ms − m̂
2m̂ = M2

K0 −M2
π0

M2
π0

= 12.6 .
(2.49)

Estas relaciones implican el cociente entre masas de quarks:

mu : md : ms = 0.55 : 1 : 20.3 . (2.50)

Las correcciones por masas de quarks son dominadas por la masa del quark strange

ms, la cual es mucho mayor que mu y md. La diferencia de masas de los quarks li-

geros md − mu no es pequeña comparada a las masas de los quarks u y d. Por otro

lado, isoesṕın es una buena simetŕıa, debido a que sus efectos son gobernados por

(md −mu)/ms.
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El Lagrangiano a orden dominante alberga en una forma muy compacta todos los

resultados del álgebra de corrientes, obtenidos en los sesentas. Estas predicciones fe-

nomenológicamente exitosas corroboran el patrón de χSB y el rompimiento expĺıcito

incorporado por las masas de los quarks en QCD. A pesar de su simplicidad, los La-

grangianos efectivos proporcionan una poderosa herramienta para estimar correcciones

de órdenes superiores en una forma sistemática.

2.4.2. Correcciones de orden superior

A O(p4), el Lagrangiano más general, invariante bajo simetŕıa de Lorentz, paridad,

conjugación de carga y transformaciones quirales locales, está dado por [22]

L4 =L1〈DµU
†DµU〉2 + L2〈DµU

†DνU〉〈DµU †DνU〉+ L3〈DµU
†DµUDνU

†DνU〉

+ L4〈DµU
†DµU〉〈U †χ+ χ†U〉+ L5〈DµU

†DµU(U †χ+ χ†U)〉

+ L6〈U †χ+ χ†U〉2 + L7〈U †χ− χ†U〉2 + L8〈χ†Uχ†U + U †χU †χ〉

− iL9〈F µν
R DµUDνU

† + F µν
L DµU

†DνU〉+ L10〈U †F µν
R UFLµν〉

+H1〈FRµνF µν
R + FLµνF

µν
L 〉+H2〈χ†χ〉.

(2.51)

Los términos proporcionales a H1 y H2 son necesarios para renormalización; estos sólo

contienen fuentes externas, y por lo tanto no tienen efecto en la dinámica de los mesones

pseudoescalares.

De esta forma, el comportamiento a bajas enerǵıas, O(p4), de las funciones de Green

de QCD está determinado por diez acoplamientos quirales Li.

La estructura del Lagrangiano O(p6) χPT también ha sido completamente analizada.

Esta contiene 90 + 4 estructuras independientes quirales de paridad intŕınseca par (sin

pseudotensores Levi-Civita)[25], los últimos cuatro contienen sólo fuentes externas, y

23 operadores de paridad intŕınseca impar [26, 27]:

L6 =
94∑
i=1

CiO
p6

i +
23∑
i=1

C̃iÕ
p6

i . (2.52)

χPT es una expansión en potencias del momento sobre alguna escala hadrónica t́ıpica

Λχ, asociada con χSB, la cual puede esperarse a ser del orden de las masas de reso-
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nancias (conformadas por quarks ligeros). Las variaciones de las amplitudes de loop

bajo rescalamiento de µ, proporcionan un estimación natural al orden de magnitud de

la escala de χSB: Λχ ∼ 4πFπ ∼ 1.2 GeV, que por otra parte es del orden de la masa

de las part́ıculas más ligeras integradas de la teoŕıa, Mρ ' 0.77 GeV.

A O(p2), el Lagrangiano de χPT es capaz de describir todas las funciones de Green

de QCD con sólo dos parámetros, F y B0, un gran logro. Sin embargo, al incremen-

tar la precisión de las predicciones de χPT , es necesario la inclusión de correcciones

NLO, las cuales introducen diez adicionales LECs desconocidos. En el caso de O(p6),

se requieren (90 + 23) parámetros libres adicionales. Aśı, al incrementar la precisión se

reduce el poder de predictibilidad de la teoŕıa efectiva.

Los LECs parametrizan nuestra ignorancia sobre los detalles de la dinámica de QCD.

Estos son funciones calculables de ΛQCD y de las masas de los quarks pesados, las cua-

les pueden ser analizadas con simulaciones de lattice QCD. Sin embargo, hoy en d́ıa,

la mayor fuente de información sobre estos acoplamientos es la fenomenoloǵıa a bajas

enerǵıas. A O(p4), las amplitudes de dispersión élasticas de ππ y πK son sensibles a

L1,2,3. Los acoplamientos L4,5 generan correcciones a las constantes de decaimiento de

los mesones, mientras que las masas de los mesones pseudoescalares son modificadas

por los términos L6,7,8. L9 es responsable del radio electromagnético del meson car-

gado y L10 sólo contribuye a las amplitudes con dos campos externos vectoriales o

axial-vector por lo menos, como es el caso del decaimiento radiativo semileptónico.
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Lri (Mρ)× 103

i O(p4)[28] O(p6)[28] Lattice[31] RχT [33] RχTSD[32, 34]

1 1.0± 0.1 0.53± 0.06 0.6 0.9

2 1.6± 0.2 0.81± 0.04 1.2 1.8

3 −3.8± 0.3 −3.07± 0.20 −2.8 −4.8

4 0.0± 0.3 0.3 (fijo) 0.09± 0.34 0.0 0.0

5 1.2± 0.1 1.01± 0.06 1.19± 0.25 1.2† 1.1

6 0.0± 0.4 0.14± 0.05 0.16± 0.20 0.0 0.0

7 −0.3± 0.2 −0.34± 0.09 −0.3 −0.3

8 0.5± 0.2 0.47± 0.10 0.55± 0.15 0.5† 0.4

9 6.9± 0.7 5.9± 0.4 6.9† 7.1

10 −5.2± 0.1 −4.1± 0.4 −5.8 −5.3

Tabla 2.3: Determinación fenomenológica de los acoplamientos renormalizados Lri (Mρ)

mediante análisis de χPT de O(p4) y O(p6), de silmulaciones de Lattice. Las últimas

dos columnas muestran las predicciones de RχT , sin (y con) información a distancias

cortas. Los valores etiquetados con † han sido usados como inputs. Ref. [20]
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2.5. F́ısica del τ

El leptón τ fue descubierto en 1975 en el anillo acelerador de positrones y electro-

nes (SPEAR), construido en SLAC en 1972. Desde entonces ha sido sujeto a extensivos

estudios experimentales. El leptón τ es miembro de la tercera generación, y decae a

part́ıculas que pertenecen a la primera y segunda generación (salvo el charm).

Estos leptones son excelentes para hacer pruebas de precisión del SM y para la búsqueda

de señales de nueva f́ısica. La estructura de norma electrodébil ha sido medida exitosa-

mente al nivel de 0.1 % al 1 %, confirmando SM. Además, los decaimientos hadrónicos

del τ resultan ser un extraordinario laboratorio para estudiar efectos de interacción

fuerte a bajas enerǵıas. El leptón τ es el único leptón suficientemente masivo para

decaer en hadrones. Determinaciones precisas de los acoplamientos de QCD, |Vus| y la

masa del quark s han sido obtenidas a partir de los datos del decaimiento del τ .

Los decaimientos leptónicos del τ con corriente cargada débil han sido medidos con gran

precisión, esto permite estudiar los efectos producidos por interacciones no estándares

en el SM mediante extensiones en la teoŕıa efectiva que incluyan el acoplamiento con

fuentes escalares y fuentes tensoriales. En este trabajo se analizaron las desintegracio-

nes τ− → π−π0ντ , las cuales corresponden al modo más probable de desintegración del

leptón tau, de una forma similar a la realizada en ref. [39] para el canal de desintegra-

ción πη(′).

2.5.1. Universalidad Leptónica

En el SM todos los dobletes leptónicos tienen acoplamientos identicos a los bosones

W . Comparando los anchos de decaimiento para decaimientos leptónicos y semileptóni-

cos los cuales sólo difieren en el sabor leptónico, uno puede hacer tests experimentales

para verificar que la interacción con el W es la misma (ge = gµ = gτ ≡ g). El cociente

Bµ/Be restringe |gµ/ge|, mientras que Be/ττ proporciona información sobre |gτ/gµ|.

Estos resultados se muestran en la tabla 2.5, junto con las restricciones obtenidas de

los decaimientos leptónicos del π, K y W .
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Γτ→µ/Γτ→e Γπ→µ/Γπ→e ΓK→µ/ΓK→e ΓK→πµ/ΓK→πe ΓW→µ/ΓW→e
|gµ/ge| 1.0018(14) 1.0021(16) 0.9978(20) 1.0010(25) 0.996(10)

Γτ→e/Γµ→e Γτ→π/Γπ→µ Γτ→K/ΓK→µ ΓW→τ/ΓK→πe
|gτ/gµ| 1.0011(15) 0.9962(27) 0.9858(70) 1.034(13)

Γτ→µ/Γµ→e ΓW→τ/ΓW→e
|gτ/ge| 1.0030(15) 1.031(13)

Tabla 2.4: Determinaciones experimentales de los cocientes g`/g`′ . Tabla 1 en ref. [37].

2.5.2. Estructura de Lorentz de la corriente cargada

Es interesante considerar los decaimientos leptónicos `− → `′−ν̄`′ν`, donde el par

(`, `′) puede ser (µ, e), (τ , e) o (τ , µ). Con mucha estad́ıstica, estos decaimientos

permiten investigar la estructura de Lorentz de la amplitud de decaimiento mediante

un análisis de la enerǵıa y distribución angular del leptón cargado final, que puede ser

complementada con la información de la polarización.

El Hamiltoniano más general, consistente con localidad e invariancia de Lorentz es [37]

H = 4G`′`√
2
∑
nεω

gnεω
[
¯̀′
εΓn(ν`′)σ

]
[(ν̄`)λΓn`ω] , (2.53)

el cual contiene diez constantes de acoplamiento complejas, o dado que una fase común

es arbitraria, diecinueve parámetros reales independientes los cuales pueden ser di-

ferentes para cada decaimiento leptónico. Los sub́ındices ε, ω, σ, λ representan la

quiralidad de los correspondientes fermiones, y n = S, V, T, el tipo de interacción: es-

calar (ΓS = I), vectorial (ΓV = γµ) y tensorial (ΓT = σµν/
√

2). Tomando como factor

común G`′`, la cual es determinada por la razón de decaimiento total, las constantes

de acoplamiento están normalizadas a

1 =1
4(|gSRR|2 + |gSRL|2 + |gSLR|2 + |gSLL|2) + 3(|gTRL|2 + |gTLR|2)

+ (|gVRR|2 + |gVRL|2 + |gVLR|2 + |gVLL|2).
(2.54)
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De esta forma, |gSεω| ≤ 2, |gVεω| ≤ 1 y |gTεω| ≤ 1/
√

3. Es conveniente introducir las

probabilidades

Qεω = 1
4 |g

S
εω|2 + |gVεω|2 + 3(1− δεω)|gTεω|2. (2.55)

En el SM, gVLL = 1 y todos los demás gnεω = 0.

Para una polarización inicial leptónica P`, la distribución del leptón cargado final en

el sistema de reposo está parametrizada de la siguiente forma

d2Γ`→`′
dxd cos θ = m` ω

4

2π3 G2
`′`

√
x2 − x2

0

{
F (x)− ξ

3P`
√
x2 − x2

0 cos θA(x)
}
, (2.56)

donde θ es el ángulo entre el momento del leptón final y el esṕın, ω ≡ (m2
` +m2

`′)/2m`

es la enerǵıa máxima para neutrinos sin masa, x ≡ E`′/ω es la enerǵıa reducida,

x0 ≡ m`′/ω y

F (x) = x(1− x) + 2
9ρ(4x2 − 3x− x2

0) + ηx0(1− x), (2.57a)

A(x) = 1− x+ 2
3δ
(

4x− 4 +
√

1− x2
0

)
. (2.57b)

Para un leptón no polarizado `, la distribución es caracterizada por los parámetros de

Michel [38] ρ y el parámetro de bajas enerǵıas η. Dos parámetros adicionales, ξ y δ,

son determinados cuando las polarizaciones iniciales son conocidas. Si la polarización

del estado final es medida, 5 parámetros adicionales aparecen (ξ′, ξ′′, η′′, α′, β′). En el

SM, ρ = δ = 3/4, η = η′′ = α′ = β′ = 0 y ξ = ξ′ = ξ′′ = 1.

La normalización Geµ corresponde a la constante de Fermi GF , medida a través del

decaimiento del µ.



34 CAPÍTULO 2. REVISIÓN

µ− → e−ν̄eνµ τ− → µ−ν̄µντ τ− → e−ν̄eντ τ− → `−ν̄`ντ

ρ 0.74979± 0.00026 0.763± 0.020 0.747± 0.010 0.745± 0.008

η 0.057± 0.034 0.094± 0.073 − 0.013± 0.020

ξ 1.0009+0.0016
−0.0007 1.030± 0.059 0.994± 0.040 0.985± 0.030

ξδ 0.7511+0.0012
−0.0006 0.778± 0.037 0.734± 0.028 0.746± 0.021

ξ′ 1.00± 0.04 − − −

ξ′′ 0.65± 0.36 − − −

Tabla 2.5: Parámetros de Michel. Ref. [37]

En esta tesis de maestŕıa se analizará la estructura de Lorentz de la corriente cargada

en un canal concreto de decaimiento semileptónico del τ : τ− → π−π0ντ . Este análisis

es complementario tanto a los puramente leptónicos recién presentados como al estudio

anterior de τ− → π−η(′)ντ [39].
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Metodoloǵıa

3.1. Lagrangiano efectivo

El Lagrangiano efectivo con operadores de dimensión 6 que contribuye a los procesos

de corriente cargada a bajas enerǵıas puede ser escrito como

L(eff) = LSM + 1
Λ2

∑
i

αiOi → LSM + 1
v2

∑
i

α̂iOi (3.1)

con α̂i = (v2/Λ2)αi los acoplamientos adimensionales de nueva f́ısica.

El Lagrangiano efectivo a bajas escalas O(1GeV) para transiciones semi-leptónicas

(` = e, µ, τ) que consideran sólo neutrino izquierdo está dada por

LCC = C
[
(1 + [vL]``)¯̀

Lγµν`L ūLγ
µdL + [vR]`` ¯̀

Lγµν`L ūRγ
µdR

+ [sL]`` ¯̀
Rν`L ūRdL + [sR]`` ¯̀

Rν`L ūLdR

+ [tL]`` ¯̀
Rσµνν`L ūRσ

µνdL
]

+ h.c.

(3.2)

Este es el Lagrangiano más general, debido a que los términos ūR,LγµdL,R = ūR,LdR,L =

ūR,Lσ
µνdR,L = 0, de esta forma es posible considerar el término tR el cual corresponde

al cuadrilineal, (¯̀
Rσµνν`L)(ūLσµνdR), pero se puede demostrar mediante las identidades

de Fierz que este término no contribuye.

Si reordenamos este cuadrilineal de la forma (1234)↔ (1432)

eT (1234) = 2(¯̀
Rσµνν`L)(ūLσµνdR)

= 3(¯̀
RdR)(ūLν`L)− (¯̀

RσµνdR)(ūLσµνν`L) + 3(¯̀
Rγ

5dR)(ūLγ5ν`L) = 0
(3.3)

35
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Considerando vL = vR = sL = sR = tL = 0 debemos recuperar el Lagrangiano del

Modelo Estándar. Si calculamos la amplitud invariante de este proceso se tiene

−iM = ¯̀
(
− i gW

2
√

2
γµ(1− γ5)

)
ν`

− igµν − qµqν
M2
W

q2 −M2
W

ū(− i gW
2
√

2
γν(1− γ5)Vud

)
d

= −i
(
igW√

2

)2

Vud ¯̀
Lγ

µν`L

gµν − qµqν
M2
W

q2 −M2
W

ūLγνdL
(3.4)

Cuando el momento del bosón W es pequeño comparado a su masa, podemos hacer

una expansión de Taylor para su propagador:

1
q2 −M2

W

= − 1
M2

W

(
1 + q2

M2
W

+ q4

M4
W

+ . . .

)
(3.5)

Por lo tanto, se tiene

− iM =
(

i

M2
W

)(
igW√

2

)2

Vud (¯̀
Lγ

µν`L)(ūLγµdL) +O
(

1
M4

W

)
(3.6)

Podemos empatar ambas teoŕıas hasta correcciones de O
(

1
M2
W

)
relacionando las cons-

tantes de acoplamiento.

C = − g2
W

2M2
W

Vud = −4GF√
2
Vud (3.7)

Particularizando la ecuación (A.11) para ` = τ , se obtiene

LCC =− 4GF√
2
Vud

[
(1 + [vL])τ̄LγµντL ūLγµdL + [vR]τ̄LγµντL ūRγµdR

+ [sL]τ̄RντL ūRdL + [sR]τ̄RντL ūLdR

+ [tL]τ̄RσµνντL ūRσµνdL
]

+ h.c.

(3.8)

considerando εR,L = vL,R, εS = sL + sR, εP = sL − sR, εT = tL, podemos reescribir el

lagrangiano de la siguiente forma

LCC =− 4GF√
2
Vud

[
(1 + εL)τ̄ γµPLντ ūγµPLd+ εRτ̄ γµPLντ ūγ

µPRd

+
(
εS + εP

2

)
τ̄PLντ ūPLd+

(
εS − εP

2

)
τ̄PLντ ūPRd

+ εT τ̄σµνPLντ ūσ
µνPLd

]
+ h.c.

(3.9)
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Agrupando términos se tiene

LCC = −GF√
2
Vud

[
(1 + εL)τ̄ γµ(1− γ5)ντ ūγµ(1− γ5)d+ εRτ̄ γµ(1− γ5)ντ ūγµ(1 + γ5)d

+ εS τ̄(1− γ5)ντ ūd− εP τ̄(1− γ5)ντ ūγ5d

+ εT τ̄σµν(1− γ5)ντ ūσµν(1− γ5)d
]

+ h.c.

= −GF√
2
Vud

[
(1 + εL + εR)τ̄ γµ(1− γ5)ντ ūγµ(1− γ5)d+ 2εRτ̄ γµ(1− γ5)ντ ūγµγ5d

+ τ̄(1− γ5)ντ ū(εS − εPγ5)d

+ εT τ̄σµν(1− γ5)ντ ūσµν(1− γ5)d
]

+ h.c.

(3.10)

Factorizando el término (1 + εL + εR), y reescribiendo el lagrangiano en términos de la

variable ε̂I = εI/(1 + εL + εR) donde I = S, P,R, T .

LCC = −GF√
2
Vud(1 + εL + εR){τ̄ γµ(1− γ5)ντ ūγµ

[
1− γ5(1− 2ε̂R)

]
d

+ τ̄(1− γ5)ντ ū(ε̂S − ε̂Pγ5)d

+ ε̂T τ̄σµν(1− γ5)ντ ūσµν(1− γ5)d}+ h.c.

(3.11)

Si reordenamos el término tensorial utilizando las identidades de Fierz para el caso

(1234)↔ (13c2c4),

2τ̄σµνντL ūσµνdL = −3τ̄u ν̄τRdL − τ̄σµνu ν̄τRσµνdL − 3τ̄ γ5u ν̄τRγ
5dL

= −3τ̄u ν̄τRd− τ̄σµνu ν̄τRσµνd− 3τ̄ γ5u ν̄τRγ
5d

(3.12)

Si se aplica nuevamente la identidad de Fierz se tiene

2τ̄σµνντL ūσµνdL = −3
4(τ̄ ντL ūd− τ̄ γµντL ūγµd− τ̄σµνντL ūσµνd− τ̄ γµγ5ντL ūγ

µγ5d+ τ̄ γ5ντL ūγ
5d)

+ 1
2(3τ̄ ντL ūd+ τ̄σµνντL ūσ

µνd+ 3τ̄ γ5ντL ūγ
5d)

− 3
4(τ̄ ντL ūd+ τ̄ γµντL ūγ

µd− τ̄σµνντL ūσµνd+ τ̄ γµγ
5ντL ūγ

µγ5d+ τ̄ γ5ντL ūγ
5d)

= 2τ̄σµνντL ūσµνd

(3.13)



38 CAPÍTULO 3. METODOLOGÍA

Por lo tanto, τ̄σµν(1 − γ5)ντ ūσµν(1 − γ5)d = 2τ̄σµν(1 − γ5)ντ ūσµνd. Sustituyendo en

la ecuación (A.11), se obtiene

LCC = −GF√
2
Vud(1 + εL + εR){τ̄ γµ(1− γ5)ντ ū

[
γµ − (1− 2ε̂R)γµγ5

]
d

+ τ̄(1− γ5)ντ ū(ε̂S − ε̂Pγ5)d

+ 2ε̂T τ̄σµν(1− γ5)ντ ūσµνd}+ h.c.

(3.14)

Esta forma resulta de utilidad al considerar la paridad de los mesones pseudoescalares.

3.2. Amplitud de decaimiento

Considerando el decaimiento semi-leptónico τ− → π−(Pπ−) π0(Pπ0) ντ (P ′). Debido

a la paridad de los mesones pseudoescalares, sólo las corrientes vectoriales, escalares y

tensoriales contribuyen a la amplitud de decaimiento, de la forma

M =MV +MS +MT

= GFVud
√
SEW√

2
(1 + εL + εR)

[
LµH

µ + ε̂SLH + 2ε̂TLµνHµν
] (3.15)

donde se han definido las siguientes corrientes leptónicas:

Lµ = ū(P ′)γµ(1− γ5)u(P ) (3.16a)

L = ū(P ′)(1 + γ5)u(P ) (3.16b)

Lµν = ū(P ′)σµν(1 + γ5)u(P ) (3.16c)

y se han definido los elementos de matriz hadrónicos de la siguiente forma:

Hµ = 〈π0π−|d̄γµu|0〉 = CVQ
µF+(s) + CS

(
∆π−π0

s

)
qµF0(s) (3.17a)

H = 〈π0π−|d̄u|0〉 ≡ FS(s) (3.17b)

Hµν = 〈π0π−|d̄σµνu|0〉 = iFT (s)(P µ
π0P

ν
π− − P

µ
π−P

ν
π0) (3.17c)

donde qµ = (Pπ− + Pπ0)µ, Qµ = (Pπ− − Pπ0)µ + (∆π0π−/s)qµ, s = q2 y ∆ij = m2
i −m2

j .

El factor SEW toma en cuenta las correcciones electrodébiles a corta distancia. Las
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constantes CS y CV son coeficientes de Clebsch-Gordan. La corriente tensorial se ha

escrito con un fase global i que a diferencia de [39], en el cual sólo se tiene un factor

de forma real, su efecto induce un cambio de Re→ Im.

Si consideramos la divergencia de la corriente vectorial, podemos encontrar una relación

entre FS(s) y F0(s) utilizando la ecuación de Dirac, (iγµ∂µ − m)Ψ = 0, en el lado

izquierdo de la ecuación (3.17a) se tiene

i∂µH
µ = i∂µ〈π0π−|d̄γµu|0〉 = 〈π0π−|i∂µd̄γµu+ id̄γµ∂µu|0〉 = (md −mu)〈π0π−|d̄u|0〉

(3.18)

mientras que en lado derecho de la ecuación (3.17a) tenemos

i∂µH
µ = CVQ

µqµF+(s) + CS
∆π−π0

s
q2F0(s)

= CV

(
(P 2

π− − P 2
π0) + (m2

π0 −m2
π−)

)
F+(s) + CS∆π−π0F0(s)

= CS∆π−π0F0(s)

(3.19)

Igualando las ecuaciones (3.18) y (3.19), y con ayuda de la ecuación (3.17b) se obtiene:

FS(s) = CS∆π−π0

md −mu

F0(s) (3.20)

Es posible “absorber” la contribución escalar en la amplitud vectorial, considerando la

ecuación de Dirac

Lµq
µ = ū(P ′)γµ(1− γ5)u(P )(Pτ + P ′)µ = mτ ū(P ′)(1 + γ5)u(P ) = mτL (3.21)

con esto,

LµH
µ + ε̂SLH = Lµ (Hµ + ε̂Sq

µH/mτ ) = LµH
′
µ (3.22)

donde

H ′µ = CVQ
µF+(s) +

(
CS

∆π−π0

s
F0(s) + ε̂S

mτ

FS(s)
)
qµ (3.23)

usando la relación dada en la ecuación (3.20) se obtiene

H ′µ = CVQ
µF+(s) + CS

∆π−π0

s

(
1 + sε̂S

mτ (md −mu)

)
qµF0(s) (3.24)
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3.3. Hadronización de la corriente vectorial

A bajas enerǵıas el factor de forma del pion está muy bien descrito por la teoŕıa de

perturbaciones quirales (χPT ).

El Lagrangiano con invariancia local quiral de menor orden que describe las interac-

ciones fuertes, electromagnéticas y débiles semi-leptónicas de mesones está dado por

(Gasser y Leutwyler 1985)

L2 = F 2

4 〈DµU
†DµU + χU † + χ†U〉, χ = 2B(s+ ip) (3.25)

donde DµU = ∂µU − irµU + iUlµ, y 〈. . . 〉 se refiere a la traza en el espacio de sabor.

Los términos rµ, lµ, s y p corresponden a campos hermit́ıcos externos. Las corrientes

pueden ser determinadas mediante las derivadas del lagrangiano con respecto a las

fuentes externas, de esta forma se tiene

JµL = δL2

δlµ
= F 2

4
(
−iU †DµU + iDµU †U

)
= iF 2

2 DµU †U (3.26a)

JµR = δL2

δrµ
= F 2

4
(
iDµUU † − iUDµU †

)
= iF 2

2 DµUU † (3.26b)

En esta representación la matriz unitaria 2× 2 es U(φ) = u(φ)2 = exp
[
i
√

2
F
φ
]
, donde φ

está dada en (3.27).

φ =

 π0
√

2 π+

π− − π0
√

2

 (3.27)

Expandiendo U(φ) en potencias de φ de la forma

U(φ) = 1 + i
√

2
F

φ− 1
F 2φ

2 +O
(
φ3

F 3

)
(3.28)

y haciendo las fuentes rµ = lµ = 0, tenemos

JµL = F√
2
∂µφ− i

2(φ∂µφ− ∂µφφ) +O
(
φ3

F

)
(3.29a)

JµR = − F√
2
∂µφ− i

2(φ∂µφ− ∂µφφ) +O
(
φ3

F

)
(3.29b)
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Debido a la paridad de los piones, el proceso que involucra la creación de dos piones

corresponde a un acoplamiento de tipo vectorial de la forma

JµV = JµR + JµL = −i(φ∂µφ− ∂µφφ) +O
(
φ3

F

)
(3.30)

Calculamos el elemento de matriz asociado este proceso 〈π0π−|JµV |0〉 a primer orden

〈π0π−|(JµV )12|0〉 = −i〈π0π−|

 1√
2

(π0∂µπ+ − π+∂µπ0)− 1√
2

(∂µπ0π+ − ∂µπ+π0)
|0〉

= i
√

2〈π0π−|(π+∂µπ0 − π0∂µπ+)|0〉

=
√

2(Pπ− − Pπ0)µ

(3.31)

Considerando la invariancia de Lorentz, el caso más general para la corriente vectorial

es

〈π0π−|d̄γµu|0〉 =
√

2 [(Pπ− + Pπ0)µF−(s) + (Pπ− − Pπ0)µF+(s)] (3.32)

donde F+(s = 0) = 1. Usando la parametrización [43]

f0(s) = F+(s) + s

∆π−π0
F−s (3.33)

podemos reescribir f0(s) en lugar de F−(s), donde f0(s) es el factor de forma escalar

del pion

〈π0π−|d̄γµu|0〉 =
√

2
[
(Pπ− + Pπ0)µ∆π−π0

s
(f0(s)− F+(s)) + (Pπ− − Pπ0)µF+(s)

]

=
√

2
[(

(Pπ− − Pπ0)µ + ∆π0π−

s
qµ
)
F+(s) + ∆π−π0

s
qµf0(s)

]

=
√

2QµF+(s) +
√

2∆π−π0

s
qµf0(s)

(3.34)

por lo tanto, CV = CS =
√

2.

En ĺımite de isosṕın, se tiene Mπ− = Mπ0 , SEW = 1 y

F+(s) = FV (s)

F−(s) = 0
(3.35)

Si se incluye violación de isosṕın a primer orden [44], O[(mu−md)p] y O(e2p2), sólo el

factor F+(s) es considerable a este orden.
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3.4. Amplitud de decaimiento

Ahora calculamos el cuadrado de la amplitud no polarizada |M|2

|M|2 = 1
2
∑
λ,λ′

G2
F |Vud|2SEW

2 (1 + εL + εR)2 [LµH ′µ + 2ε̂TLµνH ′µν ] [LµH ′µ + 2ε̂TLµνH ′µν ]†

= G2
F |Vud|2SEW

s2 (1 + εL + εR)2

s2

4
∑
λ,λ′

(
LµL

†
νH
′µH ′ν† + 4ε̂TRe

[
LµL

†
αβH

′µH ′αβ†
]

+4ε̂2TLµνL
†
αβH

′µνH ′αβ†
).

(3.36)

Usando las propiedades de las matrices gamma calculamos las sumas sobre espines para

los elementos leptónicos.

Para el caso vectorial

L̃µν =
∑
λ,λ′

LµL
†
ν =

∑
λ,λ′

ū(P ′, λ′)γµ
(
1− γ5

)
u(P, λ)ū(P, λ)γν

(
1− γ5

)
u(P ′, λ′)

= Tr
[
/P
′
γµ
(
1− γ5

) (
/P +mτ

)
γν
(
1− γ5

)]
= 2Tr

[
/P
′
γµ(/P +mτ )γν

(
1− γ5

)]
= 2Tr

[
/P
′
γµ /Pγν

(
1− γ5

)]
= 8

(
P ′µP ν + P ′νP µ − (P ′ · P ) gµν + iεαβµνP

′αP β
)
.

(3.37)

Para el caso tensor-vector

L̃µαβ =
∑
λ,λ′

LµL
†
αβ =

∑
λ,λ′

ū(P ′, λ′)γµ
(
1− γ5

)
u(P, λ)ū(P, λ)σαβ

(
1− γ5

)
u(P ′, λ′)

= Tr
[
/P
′
γµ
(
1− γ5

) (
/P +mτ

)
σαβ

(
1− γ5

)]
= 2Tr

[
/P
′
γµ
(
/P +mτ

)
σαβ

(
1− γ5

)]
= 2mτTr

[
/P
′
γµσαβ

(
1− γ5

)]
= 8imτ

(
P ′βgµα − P ′αgµβ − iενµαβP ′ν

)
.

(3.38)
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Para el caso tensorial

L̃µναβ =
∑
λ,λ′

LµνL
†
αβ =

∑
λ,λ′

ū(P ′, λ′)σµν
(
1 + γ5

)
u(P, λ)ū(P, λ)σαβ

(
1− γ5

)
u(P ′, λ′)

= Tr
[
/P
′
σµν

(
1 + γ5

) (
/P +mτ

)
σαβ

(
1− γ5

)]
= 2Tr

[
/P
′
σµν

(
/P +mτ

)
σαβ

(
1− γ5

)]
= 2Tr

[
/P
′
σµν /Pσαβ

(
1− γ5

)]
= 8P ′ηP δ {gηβ gµδ gνα − gηβ gµα gνδ + gµβ gην gδα − gµβ gηδ gνα + gµβ gηα gνδ

−gνβ gηµ gδα + gνβ gηδ gµα − gνβ gηα gµδ + gδβ gηµ gνα − gδβ gην gµα

−i [gην εµδαβ − gηµ εµδαβ + gδβ εηµνα − gδα εηµνβ]} .

(3.39)

Por otro lado, para la parte hadrónica se tiene

H̃µν ≡ H ′µH ′ν† = C2
V |F+(s)|2QµQν + C2

S

(
∆π−π0

s

)2 (
1 + sε̂S

mτ (md −mu)

)2

|F0(s)|2qµqν

+ CVCS
∆π−π0

s

(
1 + sε̂S

mτ (md −mu)

){
F+(s)F ∗0 (s)Qµqν + F0(s)F ∗+(s)Qνqµ

}

= H̃µν
++ + H̃µν

00 + H̃µν
0+,

(3.40)

H̃µαβ ≡ H ′µH ′αβ† = −iCVQµ
(
Pα
π0P

β
π− − P

α
π−P

β
π0

)
F+(s)F ∗T (s)

− iCS
∆π−π0

s

(
1 + sε̂S

mτ (md −mu)

)
qµ
(
Pα
π0P

β
π− − P

α
π−P

β
π0

)
F0(s)F ∗T (s)

= H̃µαβ
T+ + H̃µαβ

T0 ,

(3.41)

H̃µναβ
TT ≡ H ′µνH ′αβ† = |FT (s)|2 (P µ

π0P
ν
π− − P

µ
π−P

ν
π0)

(
Pα
π0P

β
π− − P

α
π−P

β
π0

)
. (3.42)

De esta forma podemos reescribir la ecuación (3.36) como

|M|2 = G2
F |Vud|2SEW

s2 (1 + εL + εR)2 [M00 +M++ +M0+ +MT+ +MT0 +MTT ] ,

(3.43)
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donde

M00 ≡
s2

4 L̃µνH̃
µν
00 , (3.44a)

M++ ≡
s2

4 L̃µνH̃
µν
++, (3.44b)

M0+ ≡
s2

4 L̃µνH̃
µν
0+, (3.44c)

MT+ ≡ s2ε̂T L̃µαβH̃
µαβ
T+ , (3.44d)

MT0 ≡ s2ε̂T L̃µαβH̃
µαβ
T0 , (3.44e)

MTT ≡ s2ε̂2T L̃µναβH̃
µναβ
TT . (3.44f)

Si comparamos la ec. (3.43) con respecto a la ec. (22) en Ref. [39], podemos ver que

hay una errata que corresponde a un factor 2 global.

Utilizando las variables de Mandelstam

s = (Pπ0 + Pπ−)2 = m2
π0 +m2

π− + 2Pπ0 · Pπ−

= (P − P ′)2 = m2
τ − 2P · P ′,

(3.45)

t = (P − Pπ−)2 = m2
τ +m2

π− − 2P · Pπ−

= (P ′ + Pπ0)2 = m2
π0 + 2P ′ · Pπ0 .

(3.46)

Sustituyendo en la ecuación (3.44a) se tiene

M00 = 2C2
S (∆π−π0)2

(
1 + sε̂S

mτ (md −mu)

)2

|F0(s)|2qµqν {P ′µP ν + P ′νP µ − (P ′ · P )gµν}

= 2C2
S (∆π−π0)2

(
1 + sε̂S

mτ (md −mu)

)2

|F0(s)|2 [2(P · q)(P ′ · q)− (P ′ · P )s] ,

(3.47)

para ello sustituimos

P ′ · q = P ′ · P = 1
2
(
m2
τ − s

)
,

P · q = 1
2
(
m2
τ + s

)
,

con esto la ecuación (3.47) es

M00 = C2
S (∆π−π0)2m4

τ

(
1− s

m2
τ

)
|F0(s)|2

(
1 + sε̂S

mτ (md −mu)

)2

. (3.48)
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Para el caso vectorial, ec. (3.44b), se tiene

M++ = 2C2
V s

2 |F+(s)|2QµQν {P ′µP ν + P ′νP µ − (P ′ · P )gµν}

= 2C2
V s

2 |F+(s)|2
[
2(P ·Q)(P ′ ·Q)− (P · P ′)Q2

]
,

(3.49)

sustituyendo

P ′ ·Q = 1
2
m2
τ

s
(s−∆π−π0)− t+m2

π0 −
1
2 (s−∆π−π0) ,

P ·Q = 1
2
m2
τ

s
(s−∆π−π0)− t+m2

π− −
1
2 (s+ ∆π−π0) ,

Q2 = 2m2
π0 + 2m2

π− − s+
(

∆π−π0

s

)2

s,

en la ecuación (3.49) se obtiene

M++ =C2
V |F+(s)|2

{
m4
τ (s−∆π−π0)2 −m2

τs
[
s(s+ 4t)− 2∆π−π0 (s+ 2t− Σπ−π0) + (∆π−π0)2

]
+ 4m2

π−s
2
(
m2
π0 − t

)
+ 4s2t

(
s+ t−m2

π0

)}
.

(3.50)

En esta última ecuación, podemos ver que esta corresponde a la expresión para M++

en Ref. [39] con ∆ηπ → −∆ππ.

Para el caso vector-escalar, ec. (3.44c), se tiene

M0+ = 2CV CS ∆π−π0

(
1 + sε̂S

mτ (md −mu)

)
s

{
F+(s)F ∗0 (s)Qµqν + F0(s)F ∗+(s)Qνqµ

}

×
(
P ′µP ν + P ′νP µ − (P ′ · P ) gµν + iεαβµνP

′αP β
)

= 4CV CS ∆π−π0

(
1 + sε̂S

mτ (md −mu)

)
sRe [F+(s)F ∗0 (s)] {(P ′ ·Q) (P · q) + (P ′ · q) (P ·Q)} ,

(3.51)

donde el término proprocional a iεαβµν no contribuye debido a que los momentos de

las part́ıculas no son linealmente independientes. Reescribiendo en términos de las

variables de Mandelstam se obtiene

M0+ = 2CV CSm2
τ Re [F+(s)F ∗0 (s)] ∆π−π0

(
1 + sε̂S

mτ (md −mu)

)

×
{
s
(
m2
τ − s− 2t+ Σπ−π0

)
−m2

τ∆π−π0

}
.

(3.52)
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Para el caso tensor-escalar, ec. (3.44e), tenemos

MT0 = 8mτ ε̂T CS ∆π−π0

(
1 + sε̂S

mτ (md −mu)

)
sRe [FT (s)F ∗0 (s)]

× qµ
(
Pα
π0P

β
π− − P

α
π−P

β
π0

) (
P ′βgµα − P ′αgµβ

)
= 16mτ ε̂T CS ∆π−π0

(
1 + sε̂S

mτ (md −mu)

)
sRe [FT (s)F ∗0 (s)]

× {(P ′ · Pπ−) (q · Pπ0)− (P ′ · Pπ0) (q · Pπ−)} .

(3.53)

Desarrollando

(P ′ · Pπ−) (q · Pπ0)− (P ′ · Pπ0) (q · Pπ−) = (P ′ · P ) (q · Pπ0)− (P ′ · Pπ0) s

= 1
4
[
s
(
m2
τ − s− 2t+ Σπ−π0

)
−m2

τ∆π−π0

].
Por lo tanto, se tiene

MT0 = 4CS ∆π−π0 ε̂T mτ sRe [FT (s)F ∗0 (s)]
(

1 + sε̂S
mτ (md −mu)

)

×
{
s
(
m2
τ − s− 2t+ Σπ−π0

)
−m2

τ∆π−π0

}
.

(3.54)

Para el caso tensor-vector, ec. (3.44d), tenemos

MT+ = 8mτ ε̂T CV s
2 Re

[
FT (s)F ∗+(s)

]
Qµ

(
Pα
π0P

β
π− − P

α
π−P

β
π0

) (
P ′βgµα − P ′αgµβ

)
= 16mτ ε̂T CV s

2 Re
[
FT (s)F ∗+(s)

]
{(P ′ · Pπ−) (Q · Pπ0)− (P ′ · Pπ0) (Q · Pπ−)} .

(3.55)

Desarrollando

(P ′ · Pπ−) (Q · Pπ0)− (P ′ · Pπ0) (Q · Pπ−) = (P ′ · P ) (Q · Pπ0)− (P ′ · Pπ0) (Q · q)

= 1
2
(
m2
τ − s

)
(Q · Pπ0) ,

donde

(Q · Pπ0) = 1
2s
(
s2 +m4

π− +m4
π0 − 2m2

π−m
2
π0 − 2m2

π−s− 2m2
π0s
)

= 1
2sλ(s,m2

π− ,m
2
π0),

sustituyendo se obtiene

MT+ = 4CV ε̂T m3
τ sRe

[
FT (s)F ∗+(s)

] (
1− s

m2
τ

)
λ(s,m2

π− ,m
2
π0). (3.56)
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Para el caso tensorial, ec. (3.44f), se tiene

MTT = 8ε̂2T s2|FT (s)|2P ′ηP δ (P µ
π0P

ν
π− − P

µ
π−P

ν
π0)

(
Pα
π0P

β
π− − P

α
π−P

β
π0

)
{gηβ gµδ gνα

− gηβ gµα gνδ + gµβ gην gδα − gµβ gηδ gνα + gµβ gηα gνδ − gνβ gηµ gδα + gνβ gηδ gµα

−gνβ gηα gµδ + gδβ gηµ gνα − gδβ gην gµα}

= 32ε̂2T s2|FT (s)|2
{

2 (P ′ · Pπ−) (P · Pπ0) (Pπ0 · Pπ−) + 2 (P ′ · Pπ0) (P · Pπ−) (Pπ0 · Pπ−)

− 2m2
π− (P ′ · Pπ0) (P · Pπ0)− 2m2

π0 (P ′ · Pπ−) (P · Pπ−) + (P ′ · P )m2
π0m2

π−

− (P ′ · P ) (Pπ0 · Pπ−)2
}
,

(3.57)

manipulando esta última ecuación, podemos reescribirla como

MTT =4ε̂2T |FT (s)|2s2
{
m4
π−

(
m2
τ − s

)
− 2m2

π−

(
m2
τ − s

) (
s+ 2t−m2

π0

)
−m4

π0

(
3m2

τ + s
)

+ 2m2
π0

[(
s+m2

τ

)
(s+ 2t)− 2m4

τ

]
− s

[
(s+ 2t)2 −m2

τ (s+ 4t)
]}
.

(3.58)

3.5. Observables

3.5.1. Distribución Angular

Trabajando en el sistema de reposo hadrónico definido por ~p− ~p′ = ~pπ− + ~pπ0 = 0,

obtenemos Eπ− = (s+m2
π− −m2

π0) /2
√
s, y Eτ = (s+m2

τ ) /2
√
s. El ángulo θ entre

el momento del pion y el momento del leptón tau está relacionado por la variable t

mediante t = m2
τ +m2

π− − 2Eπ−Eτ + 2|~pπ−||~pτ | cos θ, donde |~pA| =
√
E2
A −m2

A.
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La distribución angular en las variables (s,cos θ) está dada por

d2Γ
d
√
sd cos θ = G2

F |Vud|2SEW
128π3mτ

(1 + εL + εR)2
(
m2
τ

s
− 1

)2

|~pπ−|
{
C2
S (∆π−π0)2 |F0(s)|2

×
(

1 + sε̂S
mτ (md −mu)

)2

+ 16|~pπ−|2s2
∣∣∣∣ CV2mτ

F+(s) + ε̂TFT (s)
∣∣∣∣2

+ 4|~pπ− |2s
(

1− s

m2
τ

)
cos2 θ

[
C2
V |F+(s)|2 − 4sε̂2T |FT (s)|2

]
− 4CS∆π−π0|~pπ−|

√
s cos θ

×
(

1 + sε̂S
mτ (md −mu)

)[
CV Re

[
F0(s)F ∗+(s)

]
+ 2sε̂T

mτ

Re [FT (s)F ∗0 (s)]
]}
.

(3.59)

3.5.2. Ancho de decaimiento

Integrando la ec. (3.59) sobre la variable t, obtenemos

dΓ
ds

=G
2
F |Vud|2m3

τSEW
384π3s

(1 + εL + εR)2
(

1− s

m2
τ

)2

λ1/2
(
s,m2

π0 ,m2
π−

)
×
[
XV A + ε̂SXS + ε̂TXT + ε̂2SXS2 + ε̂2TXT 2

]
,

(3.60)

donde

XV A = 1
2s2

[
3|F0(s)|2C2

S∆2
π−π0 + |F+(s)|2C2

V

(
1 + 2s

m2
τ

)
λ
(
s,m2

π0 ,m2
π−

)]
, (3.61a)

XS = 3
smτ

|F0(s)|2C2
S

∆2
π−π0

md −mu

, (3.61b)

XT = 6
smτ

Re
[
FT (s)F ∗+(s)

]
CV λ

(
s,m2

π0 ,m2
π−

)
, (3.61c)

XS2 = 3
2m2

τ

|F0(s)|2C2
S

∆2
π−π0

(md −mu)2 , (3.61d)

XT 2 = 4
s
|FT (s)|2

(
1 + s

2m2
τ

)
λ
(
s,m2

π0 ,m2
π−

)
. (3.61e)

La expresión anterior corresponde a la ec. (25) en Ref. [39] considerando CV = CS =
√

2. Si tomamos εL = εR = ε̂S = ε̂T = 0 recuperamos el resultado del Modelo Estándar.

3.5.3. Asimetŕıa adelante-atrás

Trabajamos en el sistema de reposo hadrónico donde el ángulo, θ, entre el momento

del pión (~Pπ−) y el momento del leptón tau (~Pτ ) se muestra en la figura 3.5.3. Bajo CP
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se produce un rotación de 180◦ debida al cambio bajo paridad de los momentos de las

part́ıculas.

τ− ντ

π−

π0

θ τ+ ν̄τ

π0

π+

θ′

180◦ − θ′

Figura 3.1: Izquierda: Decaimiento τ− → π−π0ντ en el sistema en reposo hadrónico,

donde θ es el ángulo entre el trimomento del π− y el trimomento del τ . Derecha:

Decaimiento τ+ → π+π0ν̄τ en el sistema en reposo hadrónico, donde θ′ es el ángulo

entre el trimomento del π+ y el trimomento del τ .

Vamos a considerar la asimetŕıa F-B en el decaimiento τ− → π−π0ντ ,

Aππ(s) =
∫ 1

0 d cos θ d2Γ
dsd cos θ −

∫ 0
−1 d cos θ d2Γ

dsd cos θ∫ 1
0 d cos θ d2Γ

dsd cos θ +
∫ 0
−1 d cos θ d2Γ

dsd cos θ
. (3.62)

Utilizando la expresión obtenida para la distribución angular, obtenemos

Aππ(s) =
−3CS

√
λ (s,m2

π− ,m
2
π0)

2s2 [XV A + ε̂SXS + ε̂TXT + ε̂2SXS2 + ε̂2TXT 2 ]

(
1 + sε̂S

mτ (md −mu)

)
∆π−π0

×
{
CV Re[F0(s)F ∗+(s)] + 2s ε̂T

mτ

Re[FT (s)F ∗0 (s)]
}
.

(3.63)

Tomando ε̂T = ε̂S = 0, recuperamos el caso de modelo estándar

Aππ(s) =
−3CSCV

√
λ (s,m2

π− ,m
2
π0)∆π−π0Re[F0(s)F ∗+(s)]

C2
V λ (s,m2

π− ,m
2
π0)

(
1 + 2s

m2
τ

)
|F+(s)|2 + 3C2

S∆2
π−π0|F0(s)|2

. (3.64)

En el rango s < sin se puede reescribir esta ecuación en términos de los factores de

forma y las fases I = 1, 2, sustituyendo CV = CS =
√

2 se tiene

Aππ(s) =
−3
√
λ (s,m2

π− ,m
2
π0)∆π−π0|F0(s)| |F+(s)| cos (δ1

1 − δ2
0)

λ (s,m2
π− ,m

2
π0)

(
1 + 2s

m2
τ

)
|F+(s)|2 + 3∆2

π−π0|F0(s)|2
, (3.65)
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Figura 3.2: Asimetŕıa FB para el decaimiento τ− → π−π0ντ .

la ec. (3.65) difiere en un signo con respecto a la obtenida en [43], debido a la rotación

que produce el cambio de part́ıcula a antipart́ıcula.



Caṕıtulo 4

Factores de Forma

4.1. Factor de Forma vectorial

El factor de forma del pión F (s), definido (en el ĺımite de isoesṕın) como
〈
π0π−|d̄γµu|0

〉
=
√

2F (s)(pπ− − pπ0)µ, (4.1)

con s ≡ q2 ≡ (pπ−−pπ0)2. A s > 0, F (s) es conocido experimentalmente del decaimiento

τ− → ντπ
−π0 y (a través de una rotación de isoesṕın) de e+e− → π+π−, mientras que

la dispersión elástica e−π+ nos da información a s < 0.

4.1.1. Lagrangiano Efectivo

Cerca del umbral, el factor de forma del pión está bien descrito por teoŕıa de per-

turbaciones quirales (ChPT). A un loop, este toma la forma:

F (s)ChPT = 1 + 2Lr9(µ)
f 2
π

s− s

96π2f 2
π

[
A(m2

π/s,m
2
π/µ

2) + 1
2A(m2

K/s,m
2
K/µ

2)
]
, (4.2)

donde las funciones

A(m2
P/s,m

2
P/µ

2) = ln(m2
P/µ

2) + 8m2
P

s
− 5

3 + σ3
P ln

(
σP + 1
σP − 1

)
, (4.3)

contienen las contribuciones del loop, con el factor usual de espacio-fase

σP ≡
√

1− 4m2
P/s, (4.4)

51
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y Lr9(µ) es un contratérmino quiral renormalizado O(p4) a la escala µ.

Usando una teoŕıa quiral efectiva que incluya expĺıcitamente el nonete de resonancias

vectoriales más ligeras, se puede derivar, el efecto inducido por la resonancia ρ:

F π
V (s) = 1 + FVGV

f 2
π

s

M2
ρ − s

, (4.5)

donde los acoplamientos FV y GV caracterizan la intensidad de los acoplamientos ργ y

ρππ, respectivamente. Toda la evidencia emṕırica y predicciones teóricas sugieren que

F (s) se hace nula rápidamente para s → ∞ para obedecer una relación de dispersión

sin sustracción. En este caso, se obtiene la relación FVGV /f
2
π = 1, la cual implica la

bien conocida expresión VMD (Vector Meson Dominance):

F (s)VMD =
M2

ρ

M2
ρ − s

, (4.6)

La predicción resultante para el acoplamiento quiral O(p4) L9,

L9 = FVGV

2M2
ρ

= f 2
π

2M2
ρ

= 7.2× 10−3, (4.7)

está en buen acuerdo con el valor extráıdo fenomenológicamente. Este muestra expĺıci-

tamente que el efecto f́ısico dominante en el factor de forma del pión es la contribución

del ρ.

Combinando las ecuaciones (4.2) y (4.6), uno obtiene una mejora para la descripción

teórica de F (s):

F (s)ChPT =
M2

ρ

M2
ρ − s

− s

96π2f 2
π

[
A(m2

π/s,m
2
π/µ

2) + 1
2A(m2

K/s,m
2
K/µ

2)
]
. (4.8)

La fórmula VMD proporciona el término dominante en la expansión 1/NC , el cual suma

efectivamente un número infinito de contribuciones de ChPT locales a todos los ordenes

en el momento (correspondiendo a la expansión del propagador del ρ en potencias de

s/M2
ρ ).

4.1.2. Restricciones de Unitariedad

Las funciones A(m2
P/s,m

2
P/M

2
ρ ) contienen las correcciones logaŕıtmicas inducidas

por la interacción de estado final de los dos pseudoescalares. Las fuertes restricciones
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impuestas por analiticidad y unitariedad permiten realizar una resumación de esas

contribuciones.

El factor de forma del pión es una función anaĺıtica en el plano complejo s, excepto para

un corte sobre el eje real, comenzando a s = 4m2
π, donde su parte imaginaria desarrolla

una discontinuidad. Para valores reales s < 4m2
π, F (s) es real. Esta está dada por

ImFV (s) = 1
2
∑
n

∫
dρn〈π0π−|T †|n〉〈n|JV µ|0〉, (4.9)

donde |n〉 representa estados intermediarios en capa de masa y T † es el operador de

dispersión que conecta los estados intermedios |n〉 al estado final de dos piones. La

parte imaginaria de F (s), arriba del umbral, corresponde a la contribución de estado

intermedio en capa de masa:

ImF (s) = ImF (s)2π + ImF (s)4π + · · ·+ ImF (s)KK̄ + · · · (4.10)

En la región elástica (s < 16m2
π), el teorema de estado final de Watson relaciona la

parte imaginaria de F (s) a la amplitud de onda parcial T 1
1 para dispersión ππ con

momento angular e isoesṕın igual a uno:

ImF (s+ iε) = σπT
1
1F (s)∗ = eiδ

1
1 sin δ1

1F (s)∗ = sin δ1
1|F (s)| = tan δ1

1ReF (s). (4.11)

Dado que ImF (s) es real, la fase del factor de forma del pión es la misma que la fase δ1
1

de la amplitud T 1
1 de la onda parcial. Aśı, uno puede escribir la relación de dispersión

en la forma:

F (s) =
n−1∑
k=0

sk

k!
dk

dsk
F (0) + sn

π

∫ ∞
4m2

π

dz

zn
tan δ1

1(z)ReF (z)
z − s− iε

, (4.12)

que tiene la bien conocida solución de Omnès [49]:

F (s) = Qn(s) exp
{
sn

π

∫ ∞
sthr

dz

zn
δ1

1(z)
z − s− iε

}
, (4.13)

donde

lnQn(s) =
n−1∑
k=0

sk

k!
dk

dsk
lnF (0). (4.14)
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Esta ecuación es válida sólo por debajo del ĺımite inelástico (s ≤ 16m2
π). La contribución

de estados intermediarios masivos está suprimida por espacio fase.

Usando el resultado de ChPT a menor orden,

σT 1
1 = sσ3

π

96πf 2
π

' δ1
1, (4.15)

la integral en la ec. (4.13) genera la función de un loop −sA(m2
π/s, y)/(96π2f 2

π), hasta

una ambigüedad polinomial [en s/(4m2
π)], el cual depende del número de sustracciones

aplicadas.

La ambigüedad puede ser resuelta en gran medida, empatando la fórmula de Omnès y

la ec. (4.8), que incorpora el efecto del propagador del ρ. Uno obtiene:

F π
V (s) =

M2
ρ

M2
ρ − s

exp
{
−s

96π2f 2

[
A(m2

π/s,m
2
π/M

2
ρ ) + 1

2A(m2
K/s,m

2
K/µ

2)
]}

. (4.16)

Esta expresión para el factor de forma del pión satisface todas las restricciones a bajas

enerǵıas y tiene la fase correcta a un loop. Para introducir el ancho de la resonancia,

no se debe reemplazar M2 − s por M2 − s − iMΓ(s) en el propagador efectivo, dado

que esto produce un doble conteo en Im[Ap(s)] y la analiticidad será violada a O(p4)

en la expansión quiral. Para tratar esto, se considera un factor de forma en el cual las

funciones de los loops están presentes en el denominador,

F π
V (s) =

M2
ρ

M2
ρ

[
1 + s

96π2F 2
π

(
Aπ(s) + 1

2AK(s)
)]
− s

=
M2

ρ

M2
ρ

[
1 + s

96π2F 2
π

Re
(
Aπ(s) + 1

2AK(s)
)]
− s− iMρΓρ(s)

,

(4.17)

donde se ha definido la parte imaginaria del denominador como −MρΓρ(s). Por lo

tanto, el ancho en función de la enerǵıa está dado por

Γρ(s) = − Mρ s

96π2F 2
π

Im
[
Aπ(s) + 1

2AK(s)
]
, (4.18)

y de la ec. (4.3) se tiene

Γρ(s) = Mρ s

96πF 2
π

[
θ(s− 4m2

π)σ3
π(s) + 1

2θ(s− 4m2
K)σ3

K(s)
]
, (4.19)

que está en acuerdo con el resultado obtenido de teoŕıa quiral con resonancias si se

asume la relación GV = FV /2.
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El factor de forma en la ec. (4.17) tiene el comportamiento correcto a bajas enerǵıas a

O(p4) y contribuciones dominantes O(p6) en χPT , y se anula a distancias cortas como

se espera del comportamiento asintótico de QCD.

Considerando la ec. (4.13), se requiere una sustracción por lo menos para garantizar

la convergencia. La primer constante de sustracción está fija debido a la normalización

F π
V (0) = 1. Por otro lado para calcular la fase δ1

1 se usó la aproximación

tan δ1
1 = ImF π(0)

V (s)
ReF π(0)

V (s)
, (4.20)

donde F π(0)
V (s) está dado por la ec. (4.17). Este factor de forma reproduce las observa-

ciones experimentales en ĺımite de enerǵıas bajas, sin embargo, más allá de este ĺımite

no se espera una descripción exacta de los datos. Por suerte, la analiticidad de F π
V (s)

permiten mejorar la precisión considerando más sustracciones. Además, se requieren

algunas aproximaciones para tratar con el cambio de fase más allá de ĺımite inelástico

de dos kaones, donde la contribución de la integral dispersiva es aún relevante y la

ec. (4.13) ya no es válida (esto sucede en el ĺımite de cuatro piones, pero los estado

intermediarios de multiplicidad mayor deben estar suprimidos por espacio fase).

Una buena descripción de los datos puede ser obtenida con n = 3 sustracciones,

F π
V (s) = exp

[
α1s+ α2

2 s
2 + s3

π

∫ ∞
sthr

ds′
δ1

1(s′)
(s′)3(s′ − s− iε)

]
, (4.21)

de esta forma se tiene cuatro parámetros, las constantes de sustracción α1,2, Mρ y

Fπ que determinan el cambio de fase δ1
1 de acuerdo a las ecuaciones (4.17) y (4.20).

Para tratar la región de altas enerǵıas, se considera dos enerǵıas intermedias s1 y s2.

La primera es ĺımite al cual la ec. (4.20) es una descripción confiable de la fase. Para

esto, se espera que s1 sea del orden de 1 GeV2. Más allá de s1, la integral dispersiva se

verá afectada no sólo por las contribuciones inelásticas sino además por la presencia

de estados de resonancia excitados. El punto s2 indica la enerǵıa a la cual la fase

satura su valor asintótico δ1
1(s → ∞) = π, correspondiente a la existencia de una

resonancia estrecha. Usualmente en la región, s1 ≤ s ≤ s2, por simplicidad se asume

un comportamiento lineal de δ1
1 con s. Si se consideran los efectos de las correcciones

producidas por violación de isoesṕın, se debe distinguir entre el factor de forma vectorial
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Figura 4.1: Módulo (izquierda) y fase (derecha) del factor de forma vectorial del pión.

del pión cargado y neutro. Estas correcciones pueden ser expandidas en potencias de

las diferencias de masas de quarks y de acoplamientos electromagnéticos. El efecto

dominante del rompimiento de isoesṕın en F π
V (s) surge al considerar diferentes masas

para los piones y kaones neutros y cargados en la funciones del loop, por lo que se deben

sustituir las funciones Aπ(s) y AK(s) por Aπ−π0(s) y AK−K0(s), respectivamente.

Las dos constantes de sustracción α1 y α2 están relacionadas con el cuadrado del radio

de carga del pión 〈r2〉πV y el término cuadrático cπV en la expansión a bajas enerǵıas del

factor de forma del pión

FV (s) = 1 + 1
6〈r

2〉πV s+ cπV s
2 +O(s3), (4.22)

a través de las relaciones

〈r2〉πV = 6α1, (4.23a)

cπV = 1
2(α2 + α2

1), (4.23b)

que se obtienen al expandir el factor de forma en la ec. (4.21) y compararlo con el de

la ec. (4.22).

4.2. Factor de Forma escalar

Para el caso del factor de forma escalar ππ, mientras no se incluya contribución

de resonancia (a primer orden en rompimiento de isoesṕın) este puede ser estimado

independientemente del modelo en el ĺımite de bajas enerǵıas. Para el sistema π0π−
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con l = 0 debe estar en un estado de isoesṕın I = 2. Del teorema de Watson, la fase

del factor de forma escalar φ0, debe coincidir con la fase de dispersión δ2
0 (l = 0, I = 2)

para ππ en un rango de enerǵıa donde la dispersión (que se conoce experimentalmente)

es elástica en buena aproximación. Se puede expresar fππ0 como una representación

dispersiva de fase,

fππ0 (s) = exp
(
s

π

∫ ∞
4m2

π

ds′
δ2

0(s′)
s′(s′ − s)

)
exp

(
s

π

∫ ∞
sin

ds′
φ0(s′)− δ2

0(s′)
s′(s′ − s)

)
, (4.24)

(usando que fππ0 (0) = F π
V (0) = 1). A enerǵıas por debajo del ĺımite inelástico, (s� sin),

se puede despreciar el efecto de la segunda exponencial en la ec. (4.24) y de esta forma

obtener el factor de forma en términos del cambio de fase, δ2
0.

Los factores de forma vectorial y escalar del pión se muestran en las figuras 4.1 y 4.2,
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Figura 4.2: Módulo (izquierda) y fase (derecha) del factor de forma escalar del pión.

respectivamente. Estas gráficas se obtuvieron interpolando datos de tablas para evitar

cálculos lentos de las integrales dispersivas.

4.3. Factor de Forma Tensorial del Pión

4.3.1. Hadronización de la corriente tensorial

Para el caso tensorial sólo se tienen 4 términos al orden O(p4) [46] que incluyen la

corriente tensorial. Sólo los operadores con coeficiente Λ2 contribuyen al decaimiento

de nuestro interés

L = Λ1〈tµν+ f+µν〉 − iΛ2〈tµν+ uµuν〉+ . . . (4.25)
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donde tµν+ = u†tµνu† + utµν†u, incluyendo las fuentes tensoriales (quirales) tµν y tµν†.

Los tensores quirales están dados por uµ = i
[
u†(∂µ − irµ)u− u(∂µ − ilµ)u†

]
, y fµν+ =

uF µν
L u† + u†F µν

R u. La representación no lineal de los bosones pseudoGoldstone está

dada por u = exp
[

i√
2F φ

]
.

Tomando lµ = rµ = 0, tenemos

uµ = i
[
u†∂µu− u∂µu†

]
= i

[
u†
(

i√
2F

∂µφ−
1

4F 2∂µφ
2 +O

(
φ3

F 3

))
− u

(
− i√

2F
∂µφ−

1
4F 2∂µφ

2 +O
(
φ3

F 3

))]

= −
√

2
F
∂µφ+O

(
φ3

F 3

)
(4.26)

Considerando los proyectores, 4P µνλρ
L = gµλgνρ − gµρgνλ + iεµνλρ, y P µνλρ

R = (P µνλρ
L )†,

los cuales relacionan las proyecciones quirales (tµν y tµν†) a la fuente tensorial (t̄µν) de

la forma

tµν = P µνλρ
L t̄λρ (4.27)

Con esto, podemos reescribir tµν+ en términos de t̄λρ

tµν+ = 1
4
{

(gµλgνρ − gµρgνλ + iεµνλρ)u†t̄λρu† + (gµλgνρ − gµρgνλ − iεµνλρ)ut̄λρu
}

(4.28)

Aśı el lagrangiano (4.25) se reescribe como

L =− iΛ2

4

[
(gµλgνρ − gµρgνλ + iεµνλρ)〈u†t̄λρu†uµuν〉

+ (gµλgνρ − gµρgνλ − iεµνλρ)〈ut̄λρuuµuν〉
]
+ . . .

(4.29)

con esto calculamos la derivada del lagrangiano con respecto a la fuente tensorial
∂Leff
∂t̄αβ

= −iΛ2

4

[
(gµαgνβ−gµβgνα+iεµναβ)u†uµuνu†+(gµαgνβ−gµβgνα−iεµναβ)uuµuνu

]
(4.30)

Expandiendo u en serie de Taylor se obtiene
∂Leff
∂t̄αβ

= − iΛ2

2F 2

[
(gµαgνβ − gµβgνα + iεµναβ)∂µφ∂νφ+ (gµαgνβ − gµβgνα − iεµναβ)∂µφ∂νφ

]
+O

(
φ3

F 3

)

= −iΛ2

F 2

[
(gµαgνβ − gµβgνα)∂µφ∂νφ

]
+O

(
φ3

F 3

)
(4.31)
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donde

∂µφ∂νφ =

 ∂µπ0
√

2 ∂µπ
+

∂µπ
− −∂µπ0

√
2


 ∂νπ0

√
2 ∂νπ

+

∂νπ
− −∂νπ0

√
2



=

 1
2∂µπ

0∂νπ
0 + ∂µπ

+∂νπ
− 1√

2(∂µπ0∂νπ
+ − ∂µπ+∂νπ

0)
1√
2(∂µπ−∂νπ0 − ∂µπ0∂νπ

−) 1
2∂µπ

0∂νπ
0 + ∂µπ

−∂νπ
+


(4.32)

Calculando el elemento de matriz 〈π0π−|∂Leff
∂t̄αβ
|0〉 se tiene

〈π0π−|

− iΛ2√
2F 2

(gµαgνβ − gµβgνα)(∂µπ0∂νπ
+ − ∂µπ+∂νπ

0)
|0〉

= −i
√

2Λ2

F 2 〈π
0π−|(∂απ0∂βπ+ − ∂απ+∂βπ0)|0〉

= i
√

2Λ2

F 2 (Pα
π0P

β
π− − P

α
π−P

β
π0)

(4.33)

multiplicando por i, obtenemos:

i〈π0π−|∂Leff
∂t̄αβ

|0〉 =
√

2Λ2

F 2 (Pα
π−P

β
π0 − Pα

π0P
β
π−) (4.34)

4.3.2. Resonancias

A bajas enerǵıas se ha demostrado que las constantes de acoplamiento O(p4) están

saturadas por las resonancias vectoriales, axiales, escalares y pseudoescalares. La Teoŕıa

de resonancias quirales, RχT , incluye los bosones pseudo-Goldstone y las resonancias

como grados de libertad activos de la teoŕıa, además requiere propiedades generales de

QFT y la invariancia bajo P y C que tiene QCD.

El ĺımite a bajas enerǵıas de RχT tiene que ser χPT . Al extender χPT , RχT incorpora

las resonancias como grados de libertad activos que son incluidos en nonetes, dado que

el octete y singlete de un grupo SU(NC = 3) forman un nonete para NC →∞.
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P C h.c

uµ −uµ (uµ)T uµ

hµν −hµν (hµν)T hµν

χ± ±χ± (χ±)T ±χ±
fµν± ±f±µν ∓(fµν± )T fµν±

tµν± ±t±µν −(tµν± )T ±tµν±

P C

T µν [2++] Tµν (T µν)T

V µν [1−−] Vµν −(V µν)T

Aµν [1++] Aµν (Aµν)T

Hµν [1+−] −Hµν −(Hµν)T

S [0++] S ST

P [0−+] −P P T

Tabla 4.1: Propiedades de transformación P y C para los campos en su representación

de octete (derecha), y para los operadores incluyendo fuentes tensoriales (izquierda).

Para determinar las contribuciones debidas al intercambio de resonancias al La-

grangiano quiral efectivo se necesita determinar los acoplamientos a menor orden en

la expansión quiral, los cuales son lineales en los campos de resonancia. Todas los

acoplamientos de los mesones están contenidos en el lagrangiano

Lres(R) =
∑

R=T,V,A,H,S,P
[Lkin(R) + L2(R)] (4.35)

con

Lkin(R) = −1
2 〈TµνD

µν,ρσ
T Tρσ〉 , R = T

Lkin(R) = −1
2

〈
∇λRλµ∇νR

νµ − 1
2M

2
RRµνR

µν
〉
− 1

2∂
λR1,λµ ∂νR

νµ
1

+ 1
4M

2
R1R1,µνR

µν
1 , R = V,A,H

Lkin(R) = 1
2
〈
∇µR∇µR−M2

RR
2
〉

+ 1
2
{
∂µR1∂µR1 −M2

R1

}
, R = S, P

(4.36)

donde

Dµν,ρσ
T =

(
∂µ∂µ +M2

T

) [1
2 (gµρgνσ + gµσgνρ)− gµνgρσ

]
+ gρσ∂µ∂ν + gµν∂ρ∂σ − 1

2 (gνσ∂µ∂ρ + gρν∂µ∂σ + gµσ∂ρ∂ν + gρµ∂σ∂ν) ,

MR y MR1 son las masas correspondientes en el ĺımite quiral. Las interacciones con los
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campos V , A, S y P inician a orden p2 y están dadas por

L2
[
T (2++)

]
= gT 〈Tµν{uµ, uν}〉+ β〈T µµ uνuν〉+ γ〈T µµ χ+〉, (4.37a)

L2
[
V (1−−)

]
= FV

2
√

2
〈Vµνfµν+ 〉+ iGV√

2
〈Vµν uµuν〉+ F T

V MV 〈Vµν tµν+ 〉, (4.37b)

L2
[
A(1++)

]
= FA

2
√

2
〈Aµν fµν− 〉, (4.37c)

L2
[
H(1+−)

]
= FH

4
√

2
〈Hµνε

µνρσf+ρσ〉+ iGH

2
√

2
〈Hµνε

µνρσuρuσ〉+ iF T
HMH〈Hµνt

µν
− 〉,

(4.37d)

L2
[
S(0++)

]
= cd〈Suµuµ〉+ cm〈Sχ+〉+ c̃dS1〈uµuµ〉+ c̃mS1〈χ+〉, (4.37e)

L2
[
P (0−+)

]
= idm〈Pχ−〉+ id̃mP1〈χ−〉, (4.37f)

los acoplamientos a singletes para los casos V , A, T y H no están permitidos a este

orden debido a que 〈fµν+ 〉 = 〈tµν+ 〉 = 〈uµ〉 = 0. Todos los acoplamientos son reales. A

diferencia de los lagrangianos en [51] y [52], las ecuaciones (4.37b) y (4.37d) incluyen

el acoplamiento a una fuente tensorial [46]. En el caso del acoplamiento entre el mesón

vectorial y la fuente tensorial, se escogió que la constante de acoplamiento F T
V sea de

orden O(p), multiplicándola por MV , y se procedió análogamente con la constante de

acoplamiento F T
H .

En notación matricial

Vµν =


ρ0/
√

2 + ω8/
√

6 + ω1/
√

3 ρ+ K∗+

ρ− −ρ0/
√

2 + ω8/
√

6 + ω1/
√

3 K∗0

K∗− K̄∗0 −2ω8/
√

6 + ω1/
√

3


µν

(4.38)

y de forma similar para otros nonetes.

Los términos que contribuyen a la corriente tensorial a orden p4, corresponden al in-

tercambio de mesones vectoriales. Aunque de acuerdo a la ec. (4.37d) se esperaŕıa una

contribución de los mesones H(1+−), como son h1(1170) y b1(1235). Para el primero

de los dos se tiene G = − por lo cual esta resonancia no contribuye a la creación de

dos piones. El caso del mesón b1(1235) resulta de interés para nuestro proceso debido a

que se tiene G = + pero de acuerdo a su fenomenoloǵıa sólo se observan decaimientos
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a cuatro piones o a K̄Kπ.

Los mesones vectoriales son descritos en términos de campos tensoriales antisimétricos

en lugar de la formulación más familiar de campos vectoriales. El propagador para

estos campos es

∆µν,ρσ
V = Ωµν,ρσ

L + Ωµν,ρσ
T , (4.39)

donde

Ωµν,ρσ
L = gµρgνσ − gµσgνρ

q2 −M2
V

, (4.40a)

Ωµν,ρσ
T = gµρqνqσ − gµσqνqρ − q2gµρgνσ − (µ↔ ν)

M2
V (q2 −M2

V ) . (4.40b)

La corriente asociada a GV es

JµνV = δL
δVµν

= iGV√
2
uµuν = i

√
2GV

F 2 ∂µφ ∂νφ+O(φ3), (4.41)

para este proceso en particular, se tiene

〈π0π−|JµνV |0〉 = −i
√

2GV

F 2 P µ
π0P

ν
π− . (4.42)

Para la corriente tensorial, se tiene

JαβT = δL
δt̄αβ

= F T
V MV V

αβ. (4.43)

Con estas piezas calculamos la contribución a la corriente tensorial, JT ∆V µν,ρσJ
ρσ
V , para

la parte longitudinal se tiene

JT ΩLµν,ρσJ
ρσ
V = i

√
2GV F

T
V MV

F 2 (M2
V − s)

(Pπ0µPπ−ν − Pπ−µPπ0ν) , (4.44)

mientras que para la parte transversal se tiene

JT ΩTµν,ρσJ
ρσ
V = i

√
2GV F

T
V

F 2MV (M2
V − s)

[
Pπ0µ qν (q · Pπ−)− Pπ−µ qν (q · Pπ0)− q2Pπ0µPπ−ν

−Pπ0ν qµ (q · Pπ−) + Pπ−ν qµ (q · Pπ0) + q2Pπ0νPπ−µ
]

= i
√

2GV F
T
V

F 2MV (M2
V − s)

[
q2 − q2

]
(Pπ0µPπ−ν − Pπ−µPπ0ν) = 0.

(4.45)
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Por lo tanto, el único término que contribuye corresponde al propagador longitudinal.

Sumando esta contribución a la corriente tensorial, se tiene

〈π0π−|d̄σµνu|0〉 = iFT (s) (P µ
π0P

ν
π− − P

µ
π−P

ν
π0) , (4.46)

donde

FT (s) =
√

2Λ2

F 2

[
1 + GV F

T
V

Λ2

MV

M2
V − s

]
. (4.47)

Con la finalidad de reducir el número de parámetros independientes en el modelo,

se pueden recurrir a argumentos de NC grande mediante el análisis de los correladores

〈V V 〉, 〈TT 〉 y 〈V T 〉 [54]. Si escribimos el elemento de matriz 〈0|ū(x)σµνd(x)|ρ, λ〉 que

corresponde al acoplamiento entre una corriente tensorial y una resonancia ρ, tenemos

〈0|JT µν |ρ, λ〉 = F T
V MV 〈0|Vµν |ρ, λ〉

= F T
V MV

{
i

MV

[
qµε

(λ)
ν − qνε(λ)

µ

]}
= iF T

V

[
qµε

(λ)
ν − qνε(λ)

µ

]
.

(4.48)

Comparando la ec. (4.48) con la ec. que aparece en [54], encontramos que F T
V = fTV .

Por lo tanto, F T
V /FV = 1/

√
2. Si además usamos la relación que se deriva del estudio

del comportamiento asintótico de las funciones de Green de dos puntos en RχT , FV =
√

2F , obtenemos F T
V = F .

De la misma forma que para el factor de forma vectorial, el propagador del mesón ρ es

modificado por la inclusión de un ancho Γρ(s) proporcional a la parte imaginaria de la

contribución del lazo, y mediante un corrimiento al valor del polo, introducidos para

preservar la analiticidad de FT (s) en la ec. (4.47). De esta forma

(
M2

ρ − x
)−1
→
{
M2

ρ

(
1 + x

96π2F 2 Re
[
Aπ(x) + AK(x)

2

])
− x− iMρΓρ(x)

}−1

(4.49)

con

Γρ(x) = Mρx

96πF 2

[
θ(x− 4m2

π)σ3
π(x) + 1

2θ(x− 4m2
K)σ3

K(x)
]

(4.50)

y

Re [AP (x)] = Log

(
m2
P

M2
ρ

)
+ 8m

2
P

x
− 5

3 + σ3
P (x)Log

∣∣∣∣∣σP (x) + 1
σP (x)− 1

∣∣∣∣∣ (4.51)
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donde σP (x) =
√

1− 4m2
P

x
.

El comportamiento de FT (
√
s) se muestra en la figura (4.3), en el cual se tiene un

máximo en el módulo y la fase del factor de forma tensorial del pión para
√
s = Mρ.

Además, si evaluamos FT (0) obtenemos

FT (0) =
√

2Λ2

F 2

[
1 + F 2
√

2Λ2MV

]
, (4.52)

considerando la relación GV FV = F 2. De esta forma, el término entre corchetes no es

1 con s = 0 debido a que el segundo término en la ec. (4.47) inicia a O(1) y no a O(s).
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Figura 4.3: Módulo (izquierda) y fase (derecha) del factor de forma tensorial del pión.

Si ahora consideramos un análisis similar al descrito en [55], podemos estudiar la

relación de unitariedad para los factores de forma. Para el caso de la corriente vectorial,

se tiene la siguiente relación para los estados intermediarios ππ que contribuyen a la

parte imaginaria de la siguiente forma

Imf+(s) = λ1/2
ππ (s)
s

f+(s)(f 1
1 (s))∗θ(s− 4m2

π) (4.53)

donde las ondas parciales f Il (s) para ππ obedecen la relación de unitariedad elástica

Imf Il (s) = λ1/2
ππ (s)
s
|f Il (s)|2θ(s− 4m2

π) (4.54)

que puede ser parametrizada en términos de la fase δIl (s)

f Il (s) = s

λ
1/2
ππ (s)

eiδ
I
l (s) sin δIl (s). (4.55)
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La relación (4.53) implica que, en la región elástica, la fase de f+(s) tiene que coincidir

con δ1
1(s), una manifestación del teorema del estado final de Watson [56].

Para el caso del factor de forma tensorial, se tiene una relación de unitariedad similar

ImFT (s) = λ1/2
ππ

s
FT (s)(f 1

1 (s))∗θ(s− 4m2
π), (4.56)

lo cual implica que δT (s) = δ1
1(s) en la región elástica, y por lo tanto δT (s) ≈ δ+(s).

Como podemos ver en la figura 4.3 la fase para el factor de forma tensorial, no corres-

ponde al predicho por la relación de unitariedad. Esto no debe ser visto como un error

en el modelo, sino más bien un indicio sobre la necesidad de incluir términos de mayor

orden en el Lagrangiano quiral. Nosotros no procedimos en esta forma debido a que la

inclusión de las LECs de mayor orden restan predictibilidad a la teoŕıa.

Podemos ignorar las contribuciones inelásticas y trabajar con la solución elástica a la

relación de unitariedad

f+(s) = f+(0)Ω(s), FT = FT (0)Ω(s), (4.57)

en términos del factor de Omnès

Ω(s) = exp
{
s

π

∫ ∞
4m2

π

δ(s′)
s′(s′ − s)ds

′
}
, (4.58)

en el cual sólo se ha usado una sustracción. Con esta descripción, y usando el resultado

de χPT FT (0) =
√

2Λ2
F 2 , podemos describir el comportamiento del factor de forma tenso-

rial del pión en el ĺımite elástico. En la figura 4.4 podemos ver el comportamiento de FT
en la región elástica, tomando como ĺımite superior s2 = M2

τ , 4 GeV2, 9 GeV2 debido a

que nuestra descripción es confiable sólo a bajas enerǵıas (< ĺımite inelástico), después

de este ĺımite las contribuciones inelásticas empiezan a incrementar la incertidumbre.
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Figura 4.4: Módulo (izquierda) y fase (derecha) del factor de forma tensorial del pión

considerando las relaciones de unitariedad. La ĺınea punteada representa el cociente

|FT (s)/FT (0)| considerando s2 = M2
τ , la ĺınea sólida s2 = 4 GeV2, y la ĺınea discontinua

s2 = 9 GeV2.

Usamos un procedimiento similar al empleado en ref. [39] para estimar Λ2. Para

este acoplamiento no se tiene ningún tipo de restricción, pero las propiedades de QCD

a cortas distancias [57] predicen Λ1:

Λ1 = 〈0|q̄q|0〉
M2

ρ

∼ (33± 2)MeV, (4.59)

que corresponde a Λ1
4πF = 0.028 ± 0.002. Dado que los operadores tienen el mismo

contaje quiral, nosotros asumimos Λ1 ∼ Λ2 y tomamos Λ2
4πF ≤ 0.05. A lo largo de este

trabajo consideraremos: Λ2
4πF = 0.05, y la mitad de este valor, para realizar calculos

numéricos.



Caṕıtulo 5

Resultados

En los últimos años hemos sido testigos de una mejora en el conocimiento del

sistema de dos piones, tanto del lado experimental como teórico. En especial, la mejora

en la precisión de la mediciones de los factores de forma vectorial del pión neutro y

cargado realizados en las flavour factories BaBar, Belle, CMD-2, KLOE y SND. Esto

abre la posibilidad de la búsqueda de presencia de Nueva F́ısica caracterizada por

los acoplamientos débiles efectivos descritos anteriormente. Esto requerirá del uso de

observables más detalladas para el estudio del decaimiento τ− → π0π−ντ .

5.1. Dalitz Plot

Considerando el elemento de matriz adimensional |M|2, que está sumado y prome-

diado sobre las polarizaciones del τ , podemos obtener una distribución de Dalitz en

el plano (s,t), o usando la relación entre t y los momentos ~pπ y ~pτ encontramos una

distribución en el plano (s,cos θ), donde θ es el ángulo entre el momento del leptón τ y

el pión π−.

Si tomamos ε̂S = ε̂T = 0 recuperamos el caso del Modelo Estándar (SM), figura 5.1,

para este caso se puede apreciar en la gráfica que la dinámica está dominada por la

resonancia vectorial ρ con masa, mρ ≈ 775.26 MeV.

En la figuras 5.2 y 5.3, se muestran las distribuciones para dos valores representativos

67
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del conjunto de parámetros (ε̂S, ε̂T ), los cuales se discutirán en la sección 5.4, que son

consistentes con los valores experimentales de Br(τ− → π−π0ντ ). Comparando ambas

configuraciones se observa que no hay un cambio significativo tanto para el caso de

contribuciones puramente escalares ni para el caso de contribuciones puramente tenso-

riales. Aunque estos valores representativos son una buena aproximación a los ĺımites

finales para ε̂T , no es aśı para ε̂S; ya que al considerar los ĺımites de las desintegraciones

beta nucleares [59] y el decaimiento τ− → η(′)π−ντ [39] se puede ver que el valor de ε̂S
es dos órdenes de magnitud menor.

Figura 5.1: Distribución de Dalitz en función de s y t (izquierda) y en función de s

y cos θ (derecha) en el caso de Modelo Estándar ε̂S = ε̂T = 0 para el decaimiento

τ− → π−π0ντ .
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Figura 5.2: Distribución de Dalitz en función de s y t (izquierda) y en función de s y

cos θ (derecha) con ε̂S = 0.9281, ε̂T = 0 para el decaimiento τ− → π−π0ντ .

Figura 5.3: Distribución de Dalitz en función de s y t (izquierda) y en función de s y

cos θ (derecha) con ε̂S = 0, ε̂T = 0.001 para el decaimiento τ− → π−π0ντ .

5.2. Distribución del Ancho de Decaimiento

En la figura 5.4 se muestra la distribución de masa invariante para el sistema

hadrónico τ− → π−π0ντ . Para esta observable no parecen existir diferencias notables

con respecto al espectro obtenido considerando SM alrededor del pico en
√
s ∼ mρ. A

enerǵıas más altas los efectos producidos por las interacciones escalares y tensoriales

parecen diferir con respecto al espectro de SM, sin embargo en esos ĺımites nuestro

cálculo pierde precisión debido a que las incertidumbres hadrónicas son mayores.
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En la figura 5.5 se muestra la misma distribución, sólo que ahora se considera el factor

de forma tensorial del pión que cumple con unitariedad elástica. Para este caso, es casi

imposible diferenciar los efectos producidos por las interacciones tensoriales.

0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8
10-6

10-4

0.01

1

s (GeV)

1 Γ
τ

dΓ

d
s

(π
0
-
π
-
)
(G
eV

-
1
)

Figura 5.4: Distribución de masa invariante hadrónico de π−π0 para Modelo Estándar

(ĺınea sólida), ε̂S = 0.9281, ε̂T = 0 (ĺınea discontinua) y ε̂S = 0, ε̂T = 0.0314 (ĺınea

punteada).
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Figura 5.5: Distribución de masa invariante hadrónico de π−π0 para Modelo Estándar

(ĺınea sólida), ε̂S = 0.9281, ε̂T = 0 (ĺınea discontinua) y ε̂S = 0, ε̂T = 0.001 (ĺınea

punteada).
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5.3. Asimetŕıa FB

Como ya se hab́ıa discutido anteriormente, podemos estudiar la sensibilidad de la

asimetŕıa FB (AFB) a interacciones escalares y tensoriales, para ello podemos utilizar

las restricciones impuestas por el branching ratio para ε̂S y ε̂T . Como se puede observar

en la figura 5.6, los efectos debidos a las interacciones tensoriales están muy suprimi-

dos, de tal forma que el comportamiento de AFB es similar a la obtenida en SM y no

es posible diferenciarlas a bajas enerǵıas. Por otro lado, el comportamiento de AFB
con interacción puramente escalar, con la cota superior para ε̂S, muestra una notable

diferencia con respecto a la esperada en el Modelo Estándar. Aunque este resultado

parece ser muy alentador, debemos recordar que el valor utilizado para ε̂S no es realista.
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Figura 5.6: Asimetŕıa FB considerando SM (ĺınea sólida), la ĺınea discontinua corres-

ponde a la asimetŕıa FB con ε̂S = 0.9281 (ε̂T = 0) y la ĺınea punteada corresponde a

la asimetŕıa FB con ε̂T = 0.0314 (ε̂S = 0).

5.4. Branching ratios y ajustes a datos de Belle

Como ya se mencionó anteriormente al discutir el factor de forma tensorial del pión,

tenemos dos posibles efectos sobre ε̂T , el primero correspond́ıa al factor de forma cal-

culado mediante RχT que incluye la contribución expĺıcita de la ρ, y el segundo que

corresponde a considerar las relaciones de dispersión. En esta sección, primeramente,

se analizará el efecto producido al considerar el factor de forma tensorial que viola
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unitariedad, y finalmente los resultados obtenidos al extender el resultado de χPT a

enerǵıas superiores de modo que sea consistente con unitariedad.

Podemos integrar la distribución de masa invariante para obtener el ancho de decai-

miento total, usando las expresiones para los factores de forma. Dado que el ancho de

decaimiento total depende de acoplamientos efectivos, podemos explorar cómo los efec-

tos de Nueva F́ısica producidos por las interacciones escalares y tensoriales pueden ser

restringidos mediante las mediciones de los branching fractions. Para esto, estudiamos

el desplazamiento producido por las contribuciones de Nueva F́ısica

∆ ≡ Γ− Γ0

Γ0 = αε̂S + βε̂T + γε̂2S + δε̂2T , (5.1)

donde (Γ) es el ancho de decaimiento para τ− → π−π0ντ que incluye todas las inter-

acciones y (Γ0) aquella que se obtiene de despreciar los acoplamientos ε̂S y ε̂T . Los

valores numéricos de los coeficientes son: α = 3.50× 10−4, β = −0.39, γ = 2.24× 10−2

y δ = 32.24 para el valor original de Λ2 (α = 3.50 × 10−4, β = 0.70, γ = 2.24 × 10−2

y δ = 8.50 con la mitad del valor original de Λ2). La ecuación (5.1) es una función

cuadrática de los acoplamientos tensorial y escalar efectivos, esta puede ser utilizada

para explorar la sensibilidad del decaimiento τ− → π−π0ντ a los efectos de Nueva

F́ısica. Para esto, podemos trabajar en dos diferentes formas. La primera consiste en

representar las restricciones sobre los acoplamientos escalar (tensorial) obtenidos de los

ĺımites sobre Γ asumiendo ε̂T = 0 (ε̂S = 0, respectivamente). Esto se muestra en la figu-

ra 5.7 (primera fila) donde las ĺıneas horizontales representan los ĺımites experimentales

sobre ∆ a 3σ del valor reportado en PDG. De acuerdo a esto, obtenemos la restricción

−0.944 ≤ ε̂S ≤ 0.928 con ε̂T = 0. De forma similar, podemos encontrar restricciones

sobre las interacciones tensoriales, en este caso tenemos −0.019 ≤ ε̂T ≤ 0.031 con

ε̂S = 0. La diferencia en la intensidad de estos acoplamientos es debida a la supresión

en el factor de forma escalar del pión.

En la segunda fila de la figura 5.7 se muestran las restricciones a los acoplamientos

escalar y tensorial de este decaimiento al considerar la mitad de valor original del aco-

plamiento quiral (Λ2). De acuerdo a esto, obtenemos la restricción −0.94 ≤ ε̂S ≤ 0.93

con ε̂T = 0. De forma similar, podemos encontrar restricciones sobre las interacciones
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tensoriales, en este caso tenemos ε̂T ∈ [−0.10,−0.08] ∪ [0.00, 0.02] con ε̂S = 0.
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Figura 5.7: ∆ como función de ε̂S con ε̂T = 0 (izquierda) y en función de ε̂T con ε̂S = 0

(derecha) para los decaimientos τ− → π−π0ντ , en la segunda fila se muestran los mis-

mos resultados considerando la mitad del valor original de Λ2. Las ĺıneas discontinuas

representan los valores de ∆ de acuerdo a las mediciones del branching ratio actuales,

mientras que las ĺıneas punteadas representan la medición que se podŕıa obtener en

Belle II a 3σ.

Por otro lado, podemos fijar restricciones en las interacciones escalares y tensoriales

de forma simultánea mediante una comparación entre los valores experimentales para

el branching ratio y la ec. (5.1). Este resultado se muestra en la figura 5.8 (izquierda),

donde los ĺımites sobre los acoplamientos escalar y tensorial se encuentran contenidos

dentro de la elipse en el planos ε̂S− ε̂T , la ĺınea sólida corresponde al ĺımite superior so-

bre el branching ratio a 3σ reportado por PDG de Br(τ− → π−π0ντ ) = 25.49±0.09 %,

además no se encontró un ĺımite inferior para los valores de ε̂S y ε̂T lo cual es consistente

con SM a 3σ. La ĺınea discontinua representa los ĺımites superior e inferior al branching
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ratio para la medición que podŕıa obtenerse en Belle-II si se reducen los errores. En la

parte derecha de la figura 5.8 se muestran las restricciones a los acoplamientos escalar

y tensorial de este decaimiento al considerar la mitad de valor original del acoplamien-

to quiral (Λ2), que a diferencia del caso anterior, muestra una cota inferior. Además,

como se puede ver en esta figura, el efecto producido al cambiar la magnitud de este

parámetro consistió en un desplazamiento en la elipse sobre el eje que corresponde a ε̂T .
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Figura 5.8: Restricciones sobre los acoplamientos escalar y tensorial obtenidos de

∆(τ− → π−π0ντ ) usando los valores experimentales del branching ratio, en la segunda

columna (derecha) se muestran las restricciones sobre los acoplamientos escalar y ten-

sorial al considerar la mitad del valor de Λ2. La ĺınea sólida representa el ĺımite superior

a la actual medición del branching ratio, mientras que la ĺınea discontinua representa

los ĺımites superior e inferior al branching ratio que podŕıa medirse por Belle-II si se

reducen los errores.

La tabla 5.1 resume las restricciones sobre los acoplamientos escalar y tensorial

que pueden ser obtenidas de los ĺımites en los branching ratios de los decaimientos

τ− → π−π0ντ . Además, se muestran los resultados que se obtendŕıan de las futuras

mediciones de este decaimiento en Belle II a 3σ.
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∆ ε̂S (ε̂T = 0) ε̂T (ε̂S = 0) ε̂S ε̂T

π−π0

Belle [−0.94, 0.93] [−1.9, 3.1] · 10−2 [−0.97, 0.96] [−1.9, 3.1] · 10−2

Belle II [−0.75,−0.50]∪

[0.48, 0.74]

[−1.4,−0.8] ·

10−2∪

[2.0, 2.7] · 10−2

[−0.79,−0.55]∪

[0.53, 0.77]

[−1.4,−0.8] ·

10−2∪

[2.0, 2.7] · 10−2

Tabla 5.1: Restricciones sobre los acoplamientos escalar y tensorial obtenidos a partir

de los ĺımites en las mediciones del branching ratio actuales y mediciones hipotéticas

en el experimento Belle II a 3σ.

En la tabla 5.2 se muestran los resultados obtenidos al realizar un ajuste a los datos

reportados en el experimento Belle [58] para el espectro normalizado (1/Nππ)(dNππ/ds)

con la función
1

Γ(ε̂S, ε̂T )
dΓ(s, ε̂S, ε̂T )

d s
, (5.2)

considerando la incertidumbre en la masa de los quarks u y d. Con ello encontramos

las siguientes restricciones, para el acoplamiento escalar, |ε̂S| < 0.24 y para el acopla-

miento tensorial, ε̂T = (0.51+0.09
−0.18)× 10−2. El ĺımite escalar obtenido resulta no ser muy

bueno, esto se debe principalmente al efecto de supresión en el factor de forma escalar.

Fit χ2/d.o.f ε̂S ε̂T

Belle 1.3 |ε̂S| < 0.24 (0.51+0.09
−0.18)× 10−2

Tabla 5.2: Ajuste de χ2 para ε̂S y ε̂T .

Podemos comparar los ĺımites en la tabla 5.1 con aquellos obtenidos en la Ref. [59].

Para ello, asumimos universalidad leptónica debido a que nuestro estudio involucra el

leptón τ , mientras que el de ellos electrones y muones. De acuerdo al resultado obte-

nido, es claro que el decaimiento τ− → π−π0ντ no es competitivo para restringir las
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interacciones escalares. Nuestro ĺımite superior (usando datos actuales) es |ε̂S| < 0.24

mientras que el ĺımite para el decaimiento radiativo π → eνγ es |ε̂S| < 0.8 × 10−2.

Aunque no se asuma universalidad leptónica, los ĺımites que se obtuvieron del estudio

del decaimiento τ− → η(′)π−ντ [39] fijan ε̂ ∼ 1× 10−2. Por el contrario, nuestro ĺımite

es competitivo en el caso de interacciones tensoriales, con el cual obtenemos (con los

datos actuales) ε̂T = (0.51+0.09
−0.18)×10−2 (el cual puede ser mejorado con mediciones más

precisas), mientras que su resultado es ε̂T < 0.1× 10−2.

Teniendo esto en mente, podemos evaluar la AFB en función de los valores de estos

parámetros. La figura 5.9 muestra la sensibilidad de AFB ante la presencia de inter-

acciones tensoriales y escalares. Para interacciones escalares existen desviaciones con

respecto a la distribución obtenida para el caso de Modelo Estándar, para enerǵıas más

altas. Por el contrario, los efectos de las interacciones tensoriales están muy suprimi-

dos, por lo cual, no es posible distinguirla con respecto a la distribución de Modelo

Estándar.
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Figura 5.9: Asimetŕıas FB, en SM (ĺınea sólida), con interacción puramente escalar

(ĺınea discontinua), y con interacción puramente tensorial (ĺınea punteada) utilizando

las restricciones para ε̂S y ε̂T en Ref. [59].

En la tabla 5.3 se muestran las restricciones obtenidas al considerar la constante de

acoplamiento quiral, Λ2, igual a la mitad de su valor original. Como puede observarse

este decaimiento sigue siendo malo para fijar restricciones competitivas sobre los aco-

plamientos escalares mientras que los ĺımites sobre los acoplamientos tensoriales aún

son competitivos. Para el caso de las mediciones obtenidas por Belle, los valores de ε̂T
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aún son consistentes con SM a 3σ. Por otro lado, con esta consideración se obtuvó la

siguiente restricción sobre el acoplamiento tensorial, ε̂T = (1.0+0.2
−0.6)× 10−2, al hacer un

ajuste a los datos de Belle (tabla 5.4).

∆ ε̂S (ε̂T = 0) ε̂T (ε̂S = 0) ε̂S ε̂T

π−π0

Belle [−0.94, 0.93] [−0.10,−0.08]∪

[0.00, 0.02]

[−1.2,−0.8]∪

[0.7, 1.2]

[−0.10,−0.08]∪

[0.00, 0.02]

Belle II [−0.75,−0.50]∪

[0.48, 0.74]

[−9.7,−8.9] ·

10−2∪

[0.7, 1.5] · 10−2

[−1.1,−0.9]∪

[0.9, 1.1]

[−9.7,−8.9] ·

10−2∪

[0.7, 1.5] · 10−2

Tabla 5.3: Restricciones sobre los acoplamientos escalar y tensorial obtenidos a partir

de los ĺımites en las mediciones del branching ratio actuales y mediciones hipotéticas

en el experimento Belle II a 3σ considerando la mitad del valor original de Λ2.

Fit χ2/d.o.f ε̂S ε̂T

Belle 1.3 |ε̂S| < 0.28 (1.0+0.2
−0.6)× 10−2

Tabla 5.4: Ajuste de χ2 para ε̂S y ε̂T considerando la mitad del valor original de Λ2.

Por último, al implementar la corrección sobre el factor de forma tensorial pudimos

mejorar los ĺımites obtenidos para el acoplamiento tensorial. Primero, los coeficientes

de la ec. (5.1) son: α = 3.50× 10−4, β = 15.43, γ = 2.24× 10−2 y δ = 104.895 para el

valor original de Λ2 (α = 3.50× 10−4, β = 7.71, γ = 2.24× 10−2 y δ = 26.22 al consi-

derar la mitad del valor original de Λ2). En la figura 5.10 se muestran las restricciones

obtenidas para el acoplamiento tensorial al fijar ε̂S = 0. Aqúı no se muestra el caso de

contribuciones tensoriales dado que al fijar ε̂T = 0 no hay contribución tensorial y los

ĺımites para ε̂S no cambian.
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Figura 5.10: ∆ como función de ε̂T con ε̂S = 0. En la primer columna (izquierda) se

muestran las restricciones para los decaimientos τ− → π−π0ντ , en la segunda columna

(derecha) se muestran los mismos resultados considerando la mitad del valor original

de Λ2. Las ĺıneas discontinuas representan los valores de ∆ de acuerdo a las mediciones

del branching ratio actuales, mientras que las ĺıneas punteadas representan la medición

que se podŕıa obtener en Belle II a 3σ.

En la figura 5.11, (fila superior) se muestra la elipse en el plano ε̂S − ε̂T conside-

rando smax = 4 GeV, mientras que la fila inferior se muestra el mismo resultado pero

considerando Λ2 como la mitad de su valor original.

Estos resultados se resumen en las tablas 5.5 y 5.6, podemos ver que el efecto de

reducir la constante de acoplamiento Λ2 a la mitad da como resultado un incremento

en un factor 2 en las restricciones sobre las interacciones tensoriales. De igual forma,

estas restricciones no son útiles para tratar de fijar ĺımites competitivos sobre las in-

teracciones escalares. Pero por otro lado, el efecto sobre las restricciones tensoriales

mejoró las restricciones sobre ε̂T en un orden de magnitud.

Al realizar el ajuste a los datos de Belle, se obtuvo |ε̂S| < 0.52 para la interac-

ción escalar, mientras que para la interacción tensorial ε̂T = (−1.9+0.9
−1.2) × 10−3 en el

cual hemos considerado la incertidumbre asociada al valor de smax y de Λ2. Por otro

lado, podemos usar el valor obtenido en las ref. [59] para ε̂S con lo cual obtenemos

ε̂T = (−0.38+0.27
−0.36)× 10−3 para el valor original de Λ2, y ε̂T = (−0.76+0.55

−0.72)× 10−3 para

la mitad de Λ2. Promediando estos resultados obtenemos, ε̂T = (−0.57+0.46
−0.91)× 10−3.
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∆ ε̂S (ε̂T = 0) ε̂T (ε̂S = 0) ε̂S ε̂T

π−π0

Belle [−0.94, 0.93] [−0.16,−0.13]∪

[−0.1, 1.3] · 10−3

[−5.1, 5.1] [−0.16,−0.13]∪

[−0.1, 1.3] · 10−3

Belle II [−0.75,−0.50]∪

[0.48, 0.74]

[−0.16,−0.13]∪

[3, 9] · 10−4

[-5.1,5.1] [−0.16,−0.13]∪

[3, 9] · 10−4

Tabla 5.5: Restricciones sobre los acoplamientos escalar y tensorial obtenidos a partir

de los ĺımites en las mediciones del branching ratio actuales y mediciones hipotéticas

en el experimento Belle II a 3σ considerando la relación de dispersión para el factor de

forma tensorial del π.

∆ ε̂S (ε̂T = 0) ε̂T (ε̂S = 0) ε̂S ε̂T

π−π0

Belle [−0.94, 0.93] [−0.31,−0.26]∪

[−0.2, 2.7] · 10−3

[−5.1, 5.1] [−0.31,−0.26]∪

[−0.2, 2.7] · 10−3

Belle II [−0.75,−0.50]∪

[0.48, 0.74]

[−0.31,−0.26]∪

[0.6, 1.7] · 10−3

[-5.1,5.1] [−0.31,−0.26]∪

[0.6, 1.7] · 10−3

Tabla 5.6: Restricciones sobre los acoplamientos escalar y tensorial obtenidos a partir

de los ĺımites en las mediciones del branching ratio actuales y mediciones hipotéticas

en el experimento Belle II a 3σ considerando la mitad del valor original de Λ2.
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En la figura 5.12, se muestra el ajuste de la distribución normalizada y los datos

de Belle, como se puede observar en la gráfica, el efecto de la interacción tensorial no

puede ser diferenciada a simple vista de aquella producida por considerar sólo SM.

Para el caso de la asimetŕıa AFB, no se produce un cambio significativo para el caso

del acoplamiento tensorial.
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Figura 5.11: Restricciones sobre los acoplamientos escalar y tensorial obtenidos de

∆(τ− → π−π0ντ ) usando los valores experimentales del branching ratio, en la primera

fila (izquierda) se muestran los resultados obtenidos mediante las mediciones de Belle

mientras que en la segunda fila (izquierda) se muestran las restricciones sobre los aco-

plamientos escalar y tensorial al considerar la mitad del valor de Λ2. En la segunda

columna (derecha) se muestra un zoom de la parte superior de la elipse. La ĺınea sólida

representa el ĺımite superior a la actual medición del branching ratio, mientras que la

ĺınea discontinua representa los ĺımites superior e inferior al branching ratio que podŕıa

medirse por Belle-II si se reducen los errores.
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Figura 5.12: Ajuste a los datos de Belle de la ec. (5.2). La ĺınea discontinua representa

SM, mientras que la ĺınea punteada representa el mejor ajuste obtenido para ε̂T .
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Conclusiones

Como pudimos observar en la sección anterior, el decaimiento semileptónico del τ :

τ− → π−π0ντ , resulta ser bastante prometedor para fijar ĺımites competitivos en el

caso de interacciones de tipo de tensorial, ε̂T . Por otro lado, los ĺımites obtenidos para

el caso de interacciones escalares, ε̂S, no es para nada competitivo si lo comparamos a

aquellos obtenidos mediante las desintegraciones radiativas del pión, esto es debido a

la fuerte supresión de isoesṕın del factor de forma escalar.

Además un fit realizado a lo datos de Belle sobre el espectro hadrónico de sistema

ππ, revela que existe una tendencia hacia un valor no nulo para ε̂T de 1.2σ. El valor

obtenido sobre este acoplamiento mejoró considerablemente al utilizar el factor de

forma que cumple con unitariedad, como puede verse al comparar directamente las

tablas 5.1 y 5.5.

Finalmente, al comparar las distribuciones obtenidas para los Dalitz plots vemos que los

efectos producidos por los valores realistas para ε̂S y ε̂T no pueden ser distinguidos entre

śı. Lo mismo ocurre con el espectro hadrónico de masa invariante, y con la medición

de la asimetŕıa AFB.

Estos ĺımites pueden ser mejorados mediante un cálculo del acoplamiento quiral Λ2 en

lattice QCD, y aśı poder comparar con los futuros resultados de Belle-II.
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Apéndice A

Identidades de Fierz generalizadas

Los cálculos de interacción débil a bajas enerǵıas suelen involucrar la superposición

del producto de dos bilineales (“cuadrilineal”), en el cual el orden de los espinores no

es el mismo en todos los términos que contribuyen. Para esto se suele hacer uso de las

identidades (transformaciones) de Fierz, las cuales sirven para reescribir uniformemente

todos los cuadrilineales, y de esta forma simplificar los cálculos.

A.1. Notación

Las identidades de Fierz son relaciones entre los cuadrilineales, que expresan dos

ordenamientos distintos entre los espinores.

Si consideramos el siguiente cuadrilineal

[ω̄1Mω2] [ω̄3M
′ω4] , (A.1)

donde M y M ′ son matrices numéricas, y ωn son espinores de Dirac. Por lo que, existen

4! = 24 diferentes formas de ordenar estos espinores, pero debido a que el orden de los

bilineales en el cuadrilineal no es importante, el número de posibilidades se reduce a

la mitad. Dado que una de estas posibilidades es la inicial, entonces sólo se tienen 11

ordenamientos alternativos.

Las transformaciones de Fierz usuales se refieren al intercambio ω2 ↔ ω4, o ω1 ↔ ω3.

Por facilidad escogemos una base de 16 matrices, que genere el espacio de dimensión
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16 de todas las matrices 4× 4.

Γ1
S = 1, (A.2a)

Γ4
V = γµ, (A.2b)

Γ6
T = σµν , (µ < ν) (A.2c)

Γ4
A = iγµγ5, (A.2d)

Γ1
P = γ5, (A.2e)

donde γ5 = iγ0γ1γ2γ3, y σµν = i

2 [γµ, γν ]. Con la convención {γµ, γν} = 2gµν1,

gµν = diag(1,−1,−1,−1). Con esto podemos verificar la relación

Tr(ΓpIΓJq) = 4δIJδpq , (A.3)

donde el ı́ndice I (J) corresponde a S, V , T , A, P , mientras que los ı́ndices en minúscu-

las se refieren a una de las p-matrices del tipo I. Otras propiedades útiles son las

siguientes:

γµγαγµ = −2γα, (A.4a)

γµσαβγµ = 0, (A.4b)

γµγαγβγµ = 4gαβ1, (A.4c)

σµνσµν = 121. (A.4d)

Calculando ΓqIΓsJΓIq = fIJΓsJ , donde se sigue el convenio de ı́ndices repetidos de

Einstein para ı́ndices de Lorentz, y recordando que existe una doble contribución para

el caso tensorial. Este resultado se puede expresar en forma matricial de la siguiente

manera:

f =



1 1 1 1 1

4 −2 0 2 −4

6 0 −2 0 6

4 2 0 −2 −4

1 −1 1 −1 1


. (A.5)

Otra relación importante es la identidad, σµνγ5 = − i
2ε
µναβσαβ.
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A.2. Identidades de Fierz para combinaciones esca-

lares

Construimos el bilineal de la siguiente forma

erI(12) = ω̄1ΓrIω2.

Los cuadrilineales más simples son de la forma erI(12)eIr(34). De esta forma se define

eI(1234) = n2
Ie
r
I(12)eIr(34), (A.6)

con los coeficientes

nI =


1 si I = S, V,A

−i si I = A
√

2 si I = T

(A.7)

En esta notación, la identidad de Fierz estándar da la relación entre eI(1234) y eI(1432).

Las identidades de Fierz son relaciones del tipo

eI(1234) =
∑
J

FIJeJ(1432), (A.8)

esto debido a dos propiedades de las matrices gamma generalizadas. La primera es la

relación de cerradura
1
4
∑
J

(ΓrJ)ad(ΓJr)cb = δabδcd. (A.9)

Esta propiedad se puede verificar expandiendo la matriz M en términos de las matrices

gamma en la forma

M =
∑
I

mIrΓrI ,

y usando la relación de ortogonalidad (A.3), se obtiene mIr = 1
4Tr(ΓIrM). Por lo tanto,

M = 1
4
∑
I ΓrI (Tr(ΓIrM)), o

Mad = 1
4
∑
I

(ΓrI)ad(ΓIrM)cc = 1
4
∑
I

(ΓrI)ad(ΓIr)cbMbc.

Para que esto se cumpla se requiere la propiedad (A.9).

La segunda propiedad es

ΓqIΓrJ ∝ ΓsK , (A.10)
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para cualquier otra elección de bases este resultado involucra una combinación lineal

de las matrices base.

Multiplicando la relación de cerradura (A.9) por (ΓqI)a′a(ΓIq)c′c y sumando sobre los

indices a y c se tiene,

1
4
∑
J(ΓrJ)ad(ΓJr)cb(ΓqI)a′a(ΓIq)c′c = 1

4
∑
J(ΓqIΓrJ)a′d(ΓIqΓJr)c′b

= (ΓqI)a′b(ΓIq)c′d.

Usando la segunda relación (A.10), esto implica que existe una relación de la forma

(ΓqI)ab(ΓIq)cd =
∑
K

CIK(ΓrK)ad(ΓKr)cb, (A.11)

la cual es la identidad de Fierz. Multiplicando la ecuación (A.11) por (ΓsJ)bc(ΓJs)da, se

obtiene

(ΓJs)da(ΓqI)ab(ΓsJ)bc(ΓIq)cd = ∑
K CIK(ΓJs)da(ΓrK)ad(ΓKr)cb(ΓsJ)bc

Tr(ΓqIΓsJΓIqΓJs) = ∑
K CIKTr(ΓJsΓrK)Tr(ΓKrΓsJ)

= 16∑K CIKδKJδ
r
sδKJδ

s
J

= 16NJCIJ ,

donde NJ es el número de matrices gamma del tipo J

⇒ CIJ = 1
16NJ Tr(ΓqIΓsJΓIqΓJs)

= 1
16NJ fIJTr(ΓsJΓJs)

= 1
4fIJ .

Usando la relación (A.6) en la ecuación (A.8), y el resultado anterior, se obtiene

FIJ = n2
I

n2
J

CIJ = 1
4
n2
I

n2
J

fIJ . (A.12)

Expresando este resultado en forma matricial se tiene e(1234) = F e(1432), con

F = 1
4



1 1 1
2 −1 1

4 −2 0 −2 −4

12 0 −2 0 12

−4 −2 0 −2 4

1 −1 1
2 1 1


. (A.13)
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Otro posible ordenamiento es

eI(2c1c34) = [ω̄c2ΓrIωc1][ω̄3ΓIrω4]. (A.14)

Aqúı ω es un espinor u, y ωc es un espinor v. ω y ωc están relacionados por ωc = γ0Cω
∗,

o ω̄c = ωTC−1, donde C es la matriz de conjugación que satisface: CT = −C, y

C−1ΓrIC = ηIΓrTI con

I S V T A P

ηI +1 -1 -1 +1 +1

En esta notación podemos escribir para una matriz M

ω̄c2Mωc1 = (ω̄c2Mωc1)T = (ωT2 C−1Mγ0Cω
∗
1)T

= ω∗T1 CTωT0 M
T (C−1)Tω2 = ω̄1γ0Cγ0M

TC−1ω2

= ω̄1γ0Cγ0C
−1CMTC−1ω2 = −ω̄1CM

TC−1ω2,

este último paso es debido a que Cγ0C
−1 = −γ0. En particular, para ΓrI se tiene

ω̄1ΓrIω2 = −ηI ω̄c2ΓrIωc1. (A.15)

De esto, la matriz de transformación de Fierz definida por la relación

eI(1234) =
∑
J

SIJeJ(2c1c34), (A.16)

es

S = diag(−1,+1,+1,−1,−1), (A.17)

esta es la misma para la relación

eI(1234) =
∑
J

SIJeJ(124c3c). (A.18)

Combinando estas matrices, es posible obtener los otros ordenamientos de la forma

e(1234) = K
(abcd)e(abcd), (A.19)

las matrice K están dadas en la tabla A.1.
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Orden Final K

(1234) 1

(1432) F

(2c1c34) S

(124c3c) S

(13c2c4) SFS

(13c4c2) SF

(142c3c) FS

(2c1c4c3c) SS=1

(31c2c4) SF

(31c4c2) SFS

(4c1c2c3c) F

(4c1c32) FS

Tabla A.1: Matrices de Fierz para todas las combinaciones escalares.

donde

SFS = 1
4



1 −1 −1
2 −1 1

−4 −2 0 2 4

−12 0 −2 0 −12

−4 2 0 −2 4

1 1 −1
2 1 1


, (A.20)

FS = 1
4



−1 1 1
2 1 −1

−4 −2 0 2 4

−12 0 −2 0 −12

4 −2 0 2 −4

−1 −1 1
2 −1 −1


, (A.21)
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SF = 1
4



−1 −1 −1
2 1 −1

4 −2 0 −2 −4

12 0 −2 0 12

4 2 0 2 −4

−1 1 −1
2 −1 −1


. (A.22)

A.3. Identidades de Fierz para combinaciones pseu-

doescalares

Ahora se considerarán cuadrilineales de la forma

e′I(1234) = nInĨe
r
I(12)eĨr(34), (A.23)

donde Ĩ denota la transformación de paridad de los ı́ndices I, si I=S,V,A,P entonces

Ĩ=P,A,V,S. Además se tiene

Γ6
T̃ = σµνγ5, (A.24)

con ηT = ηT̃ . Denotando por (abcd) cualquier orden de los ı́ndices, se tiene

e′S(abcd) = e′P (cdab), (A.25a)

e′V (abcd) = e′A(cdab), (A.25b)

e′T (abcd) = e′T (cdab). (A.25c)

Esto se puede escribir de la forma

e′(abcd) = Xe′(cdab), (A.26)

donde

X =←−−diag(1, 1, 1, 1, 1) =



0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

1 0 0 0 0


. (A.27)
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Si recordamos

ΓrA = iΓrV ΓP , (A.28a)

ΓrT̃ = ΓrTΓP , (A.28b)

y usando (ΓP )2 = 1, podemos escribir e′I(1234) = eI(1234′), donde la notación 4′ indica

que el espinor en la cuarta posición es ω′4 = ΓPω4.

Para cualquier reordenamiento en el cual el último espinor se mantiene en su posición,

es posible usar las mismas transformaciones que para el caso escalar. Por lo que, es

posible encontrar todas las transformaciones en términos de las matrices F, S, X, y sus

productos. De esta forma se tiene una relación similar al caso escalar

e(1234) = K
′e(abcd), (A.29)

las matrices K′ están dadas en la tabla A.2

Orden Final K
′ Orden Final K

′

(1234) 1 (3412) X

(3214) F (1432) FX

(2c1c34) S (342c1c) SX

(2c3c14) FS (142c3c) FSX

(31c2c4) SF (2c431c) SFX

(13c2c4) SFS (2c413c) SFSX

(124c3c) XSX (4c3c12) XS

(13c4c2) XSF (4c213c) XSFX

(2c1c4c3c) SXSX (4c3c2c1c) SXS

(324c1c) XFSX (4c1c32) XFS

(31c4c2) XSFS (4c231c) SFXS

(2c3c4c1c) SXSF (4c1c2c3c) FSXS

Tabla A.2: Matrices de Fierz para todas las combinaciones pseudoescalares.
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Espacio fase para 3 y n-cuerpos

Para el caso del espacio fase de n-cuerpos, relevante para I → f1 · · · fn. Definiendo

dn = δ4
(
PI −

n∑
i=1

Pi

)
n∏
i=1

d3 ~Pfi
Ei

, (B.1)

la sección eficaz diferencial y ancho de decaimiento son

dσ = (2π)4

4Pi
√
s
cn|M|2dn, dΓ = (2π)4

2mI

cn|M|2dn, (B.2)

con cn = [2(2π)3]−n.

Para el caso de n = 3, se tiene

d3 = δ4 (PI − Pa − Pb − Pc)
d3 ~Pa
Ea

d3 ~Pb
Eb

d3 ~Pc
Ec

. (B.3)

Un método útil cuando |M|2 sólo depende de Pa · Pb, Pa · Pc, Pb · Pc, tal como en

procesos promediados sobre espines. En el sistema de reposo de I, ~Pa, ~Pb y ~Pc están en

un plano. Por suposición, |M|2 no depende de la orientación del plano o la dirección

de ~Pa en el plano, aśı podemos integrar sobre ella,

d3 = 4πδ4 (PI − Pa − Pb − Pc)
|~Pa|2d|~Pa|

Ea

d3 ~Pb
Eb

d3 ~Pc
Ec

. (B.4)

Usando la delta para eliminar ~Pc

d3 = 4πδ (MI − Ea − Eb − Ec)
|~Pa|2d|~Pa|

Ea

|~Pb|2d|~Pb|d cos θabdγ
EbEc

. (B.5)
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Además se tiene E2
i = |~Pi|2 +m2

i , entonces EidEi = |~Pi|d|~Pi| e integrando sobre γ

d3 = 8π2δ (MI − Ea − Eb − Ec)
|~Pa|dEa|~Pb|dEb d cos θab

Ec
. (B.6)

Usando P 2
c = m2

c y la ecuación ~Pa + ~Pb + ~Pc = 0 se tiene

E2
c = m2

c + |~Pa|2 + |~Pb|2 + 2|~Pa||~Pb| cos θab, (B.7)

diferenciando esta ecuación, EcdEc = |~Pa||~Pb|d cos θab, y sustituyendo se obtiene

d3 = 8π2δ (MI − Ea − Eb − Ec) dEa dEb dEc. (B.8)

Integrando sobre Ec
d3 = 8π2dEa dEb. (B.9)

Definiendo Pij = Pi + Pj y m2
ij = P 2

ij = (Pi + Pj)2 = (PI − Pk)2 = m2
I +m2

k − 2mIEk,

obtenemos

d3 = 2π2

m2
I

dm2
bc dm

2
ac. (B.10)

Por lo tanto, el ancho de decaimiento es

dΓ = 1
256π3m3

I

|M|2dm2
bc dm

2
ac. (B.11)

B.1. Cinemática

Trabajando en el sistema en reposo de las part́ıculas a y c, donde ~Pa+ ~Pc = ~PI− ~Pb =

0. Considerando

m2
ac = (Pa + Pc)2 = (PI − Pb)2, (B.12)

m2
bc = (Pb + Pc)2 = (PI − Pa)2, (B.13)

tenemos

Ea = m2
ac +m2

a −m2
c

2m2
ac

, Ec = m2
ac −m2

a +m2
c

2m2
ac

, (B.14a)

EI = m2
ac +m2

I −m2
b

2m2
ac

, Eb = m2
I −m2

b −m2
ac

2m2
ac

, (B.14b)



B.1. CINEMÁTICA 95

Y los momentos son

|~Pa| = |~Pc| =

√
λ(m2

ab,m
2
a,m

2
c)

2mac

, (B.15)

|~PI | = |~Pb| =

√
λ(m2

ab,m
2
I ,m

2
b)

2mac

. (B.16)

Además, si mantenemos m2
ac fijo y consideramos que los momentos ~Pb y ~Pc están en

direcciones opuestas

m2
bcmax = (Eb + Ec)2 −

(
|~Pb| − |~Pc|

)2
, (B.17)

y en el caso de que esten en la misma dirección

m2
bcmin = (Eb + Ec)2 −

(
|~Pb|+ |~Pc|

)2
. (B.18)

Para m2
ac se tiene un mı́nimo en el caso en el que |~Pa| = |~Pc| = 0, y por lo tanto

m2
acmin = (ma +mc)2, (B.19)

y como ĺımite superior se tiene

m2
acmax = (mI −mb)2. (B.20)
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