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ABSTRACT

It is well known that in the present the 7 lepton plays a crucial role in many experiments
like a tool for testing properties of Beyond Standard Model physics (BSM), this is because

7 lepton is very massive and its mass is enough to decay into hadrons.

v, and 7= — 7 7%y, | =

In this thesis we analyze the decay modes 7= — 77
e, . The first one is analyzed in order to show that the three resonances p(770), p(1450)
and p(1700) are necessary to fix the model vector dominance parameters on the two pion
system dynamics. We have obtained BR (7~ — 7~ 7%v,)=(25.404+0.22) % which is in good

agreement with the world average reported in the Particle Data Group (PDG).

The second decay is important because it can participate as a background in processes
of lepton flavour and lepton number violation and thus its accurate description is essential
in searches for such processes. It is also important to test the model dependence of the most
important (77) contribution to the hadron vacuum polarization (HVP) entering in the muon
anomalous magnetic moment, if evaluated using hadronic tau decay data. This is relevant
because the HVP is the main source of uncertainty in the SM prediction of this observable.
Its importance is highlighted in view of the discrepancy between the experimental measu-
rement and the corresponding SM prediction, which has been around 3.5 ¢ for more than
a decade. For the moment, we have taken into account only the total Inner Bremmstrah-
lung contribution to the 7= — 7~ 7%~ v, decays obtaining BR(7~ — 7~ m’e*e 1, )=(8.09
+0.26) x 107° and BR(7~ — 7 7°u" " v, )=(2.090 +0.004) x 107% where the error corres-
ponds to the numerical phase space integration. The calculations have been obtained using

the VEGAS routine to integrate numerically the phase space.






RESUMEN

Es bien sabido que en la actualidad el leptéon 7 juega un papel muy importante en
varios experimentos como una herramienta para examinar propiedades de fisica mas alla de
Modelo Estandar (BSM), debido a que posee una gran masa y tal masa es suficiente como

para que este lepton pueda decaer en hadrones.

vy y 17 = o7l v, L= e, p.

En esta tesis se analizan los decaimientos 7= — 77
El primero con la finalidad de mostrar que son necesarias las resonancias p(770), p(1450)
y p(1700) para fijar los pardmetros del modelo de dominancia vectorial en la dinamica del
sistema de piones. Se ha obtenido un BR(7~ — 7~ 7°v,)=(25.40+0.22) %, que esta en buen

acuerdo con el valor reportado en el Particle Data Group (PDG).

El segundo decaimiento es importante, ya que puede participar como fondo (background)
en procesos de violaciéon de sabor y niimero lepténico y asi su descripciéon correcta es escen-
cial en busquedas de tales procesos. Es importante también para verificar la dependencia
de modelo de la contribucién méas importante (7w7) a la polarizacion del vacio hadrénico
(HVP) que entra en el momento magnético anomalo del muon evaluado usando datos de
desintegraciones hadronicas de taus. Esto es relevante debido a que el HVP es la princi-
pal fuente de incertidumbre en la prediccion del SM de este observable. Su importancia
queda subrayada en vista de la discrepancia entre la medicion y la correspondiente pre-
diccion del SM, que ha estado entorno a 3.50 durante més de una década. Por el mo-
mento se han tomado en cuenta solo las contribuciones al Inner Bremmstrahlung total,
obteniendo BR(7~ — = mYeTe ™1, )=(8.09 £0.26) x 1075 y BR(7~ — m 7u*pu~ v, )=(2.09
+0.004) x 107 (el error corresponde al error de la integracion). Los célculos se han obtenido

usando la rutina VEGAS para integrar numéricamente el espacio de fase.
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Capitulo 1

Introduccion

El lepton 7 forma parte de la tercera generacion de fermiones que decae en particulas que
pertenecen a la primera y segunda generacion. Este lepton juega un papel muy importante
en varios experimentos como una herramienta para examinar propiedades de nueva fisica
a escalas grandes. Medidas precisas de las propiedades de este leptén nos dan pruebas
rigurosas del Modelo Estandar ademés de determinaciones precisas de sus parametros. Se
sabe que el leptén 7 es el Gnico que tiene la suficiente masa como para decaer en hadrones.
Los decaimientos hadroénicos del leptén 7 constituyen una herramienta ideal para estudiar
efectos a bajas energias de las interacciones fuertes en condiciones muy limpias. Por ejemplo,
las determinaciones precisas del acoplamiento de QCD y el parametro de Cabibbo V, se
han obtenido a partir de experimentos con el lepton 7 [I], [2]. Ademas los decaimientos
leptoénicos o semileptonicos del 7 proveen un laboratorio limpio para examinar la estructura

de las corrientes débiles y la universalidad de sus acoplamientos a los bosones de norma.

En este trabajo de tesis estamos interesados en el estudio de los decaimientos 7 —

O, vy 7 — m T v,, el primero con la finalidad de fijar los parametros del modelo

T
de dominancia vectorial para probar que son necesarias tres resonancias (al menos) que
permitiran describir de manera correcta la masa invariante del sistema de piones, ya que la
fraccion de decaimiento estd dominada por la dinamica de estos piones. Este modelo que
describe los elementos de matriz hadronicos en la corriente débil, a grandes rasgos, consis-
te en que los factores de forma que describen la corriente hadrénica pueden ser descritos
mediante la saturacion con las resonancias mas ligeras (vectoriales, axiales y/o pseudoes-
calares, segtn sea el caso) que tienen los nimeros cuénticos compatibles para acoplarse a

la corriente débil. Propuesto por J.J. Sakurai en los anos 60 [3], este modelo resulta efi-

caz pues se ha encontrado experimentalmente que los decaimientos semilepténicos del 7



son dominados por la produccion de resonancias hadrénicas intermedias [4] que pueden
estar en su capa de masa. Asi, en el modelo de dominancia vectorial los decaimientos se
originan mediante la producciéon y posterior decaimiento de mesones como estados interme-
dios virtuales. Para el segundo decaimiento, una de las motivaciones de la determinacion
del BR(7~ — m~w%l"i~v7) reside en que este tipo de decaimiento constituye una parte
importante del background en la bisqueda de procesos que involucran nueva fisica, en es-
pecial procesos de violacion de sabor leptonico (mezcla entre generaciones de leptones) y
violacién de niimero lepténico (que la diferencia entre el numero de leptones y el nimero
de antileptones antes y después de un proceso sea diferente). Esto es importante debido
a que procesos con violacion de sabor leptonico son una potencial prueba de fisica a es-
calas mucho mayores a 1 TeV inaccesibles en busquedas directas. Otra motivacién por la
cual se analiza el proceso 7 — 7~ 7T~ v, recae en el hecho de que los decaimientos del
leptén 77 que involucran dos piones en el estado final (7~7°) deben ser analizados para
determinar las contribuciones a la polarizacién del vacio hadrénico (HVP). Estas son la
principal fuente de la discrepancia entre el valor experimental del momento magnético ano6-
malo del muén (a,) y el valor que predice el Modelo Estandar, siendo esta diferencia de
4] Aa, = a;? — aiM = 288(63)(49) x 1071, a, es especialmente importante, ya que es
sensible a nueva fisica y constituye una prueba sutil de que existe fisica mas alla del Modelo
Estandar (BSM).

Asi, en el capitulo 1 se da una breve descripcion del Modelo Estandar, el lagrangiano que
lo describe y las partes que lo componen. En el capitulo 2 se repasan algunas caracteristicas
del lepton 7 y se revisan algunos de sus decaimientos comunes; luego de forma breve se
expone lo que es violacion de sabor leptonico, introduciendo esto tltimo a través de las os-
cilaciones de neutrinos y finalizando el capitulo mostrando limites actuales de las fracciones
de decaimientos para procesos que involucran violaciéon de sabor leptonico, dando énfasis en

v, enfocandonos en

los del lepton 7. En el capitulo 4 se analiza el decaimiento 7= — 7~ 7
las resonanciasa hadronicas p(770), p(1450) y p(1700) para describir la dindmica del sistema
de piones. En el capitulo 5 se analiza el decaimiento 7= — 7~ 7"~ v, usando nuevamente
el factor de forma empleado en el capitulo 4. La cinemética viene dada por las variables
generalizadas de Mandelstam [5]. Para finalizar, se dan las conclusiones generales en el ca-
pitulo 6. Las expresiones de las contribuciones a la amplitud de decaimiento se muestran
en el apéndice A. En el apéndice B se dan las expresiones de los momentos en términos de

productos escalares p; - p; para un decaimiento a cinco cuerpos. En el apéndice C se abor-

dan las expresiones de los tensores de Levi-Civita en términos de invariantes de Lorentz.



Finalmente en el apéndice D se exponen de manera breve las variables de Mandelstam

generalizadas.



Capitulo 2

El Modelo Estandar.

El Modelo Estandar se basa en el grupo de norma local G = SU(3) x SU(2) x U(1) [d],
[7], [8]. El factor SU(3) (que corresponde a QC'D) tiene un acoplamiento g y 8 bosones de
norma que son los 8 gluones G*, i =1,---,8. SU(3) no tiene quiralidad y actia sobre los
indices de color de los quarks (¢, , donde o = 1,2, 3 se refiere al color y r al sabor) con

proyecciones quirales L y R.

A diferencia de QCD, el sector electrodébil es quiral. El grupo SU(2) tiene acoplamiento
de norma g, bosones de norma Wi i = 1,2,3 y actta solo sobre indices de sabor de los
fermiones con quiralidad izquierda L. A bajas energias esto conduce a la interacciéon de las
corrientes cargadas de la teoria de Fermi, y también incluye un boson neutro W°. El grupo
abeliano U(1) tiene acoplamiento de norma ¢y bosén de norma B. También es quiral y
actiia sobre ambas proyecciones R y L de los fermiones pero con diferentes cargas. Después
del rompimiento esponténeo de simetria, SU(2) x U(1) se rompe en un solo grupo U(1)g,
incorporando QED (que no es quiral) con el fotén una combinacion lineal de W° y B. La
combinacién ortogonal (Z) asi como W* adquieren masas por el mecanismo de Higgs [9],
[10], [11].

2.1. El Modelo Electrodébil.
La densidad Lagrangiana del Modelo Estandar es:

L= ‘CQGUS]@ + ‘Cf + £¢ + *CYukawa (21)

donde cada densidad Lagrangiana corresponde respectivamente a los sectores de norma, de
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fermiones, de Higgs y Yukawa. La densidad Lagrangiana de norma esté dada por

% vi 1 % Vi 1 v
£gauge = 4G#VGH - ZWMVW“ — ZB’,“,BM (22)

donde los tensores de intensidad de campo estan dados respectivamente para SU(3), SU(2)

y U(1) de la siguiente manera:

wa = aqu/ - auGL - gsfz'jkG{LGl]f, i,j,k=1---8,
Wi, = 0W.,—=0,W,—gezxW)W), i jk=1---3, (2.3)

B,, = 0,B,—d,B,.

Estos incluyen los términos de energia cinética del boson de norma, asi como las autointe-
racciones de los G* y W* debido a que los grupos de norma SU(2) y SU(3) son grupos no

abelianos. El boson de norma del grupo abeliano U(1) no tiene autointeracciones.

La parte fermionica del Modelo Estandar esta dada por:

3
= Z (Xor iDxqr, + X1z iPXiE, + X 1DX0R + Xar 1PXag + Xer 1DXCR + Xor 1DX0R) - (24)
m=1

Las derivadas covariantes estan dadas por:

- T J g
DyXqL = (au + 397 + 6 B )XqL D.xuL = (@ + 597 W — 73 )XZL
ig’
D,xur = 3u+ Xur Duxir = | 0u — ?Bu XdR (2.5)

D,uXeR = (8;L Zg B )XeR D,u,XVR - auXVR

donde W/ con i = 1,2, 3, es el triplete de campos de norma de SU(2)., B, es el campo
de norma de U(1)y, 7, son las matrices 2 X 2 de Pauli y las constantes de acoplamiento
de SU(2) y U(1) son g y ¢, respectivamente. Los espinores quirales izquierdos estan dados

por:
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0= ()
L ¢l L?
%)
q
XL — )
g (Q/Jd L
y los singletes derechos: X,r, Xar, Xer ¥ Xor- VL = %(1 — 75); la parte izquierda del
fermion j-ésimo.

El lagrangiano para el campo escalar de Higgs esta dado por:

Ly = (D"¢)I D6~V (9), (2.6)

donde de forma conveniente

¢* L (1 —io2
¢ pr— ( = -— . 5 2-7
ol V2 \¢3 — ¢4 27)
es un campo escalar complejo de Higgs. La derivada covariante del término cinético de (2.6))

esta dada como sigue:

D¢ = (au + YR, 4 ﬂBH) o, (2.8)

V(¢) es el potencial de Higgs y tiene la forma dada por:

V(¢) = +126'¢ + M¢'9)?, (2.9)

Para valores de p? < 0 habra rompimiento espontéaneo de simetria, y el valor de ex-
pectacion en el vacio de (0]4°|0) generara las masas de los bosones W y Z. El término
A describe la autointeraccion cuadratica A(¢~ ¢+ + ¢"T¢?)? entre los campos de Higgs. La

estabilidad del vacio requiere que A > 0.

Finalmente, el lagrangiano de Yukawa nos da los acoplamientos entre el doblete de
Higgs y los fermiones, que son necesarios para generar las masas de los fermiones por el
mecanismo de rompimiento espontéaneo de simetria (que se describe mas adelante) de las

simetrias quirales de norma. Este lagrangiano tiene la forma dada por:



EIl Modelo Electrodébil.

Erwann = =3 T2 X8 G, + T X 00, ) + T X001, )m | + hec., (2.10)

donde

¢%>
ZT t = .
5= irg = (_ L) 2.11)

es el doblete de Higgs conjugado. 1;r = %(1 + 75)1; representa la parte derecha de los
fermiones. I'*, T y T son matrices de tamafio F' x F, (con F' = 3 el nimero de familias
de fermiones), que determinan las masas de los fermiones y sus mezclas. Estas matrices no
son necesariamente hermiticas, simétricas, diagonales o reales (ya que la hermiticidad de

Ly ukawa S€ asegura agregando el hermitico conjungado h.c. en [2.10)).

Hasta aqui se han escrito las partes del Modelo Estandar sin que se permita tener ma-
sa tanto a los bosones de norma electrodébiles como a los fermiones tal y como predicen
las simetrias de norma locales. Sin embargo, su masa se puede generar por rompimiento
espontaneo de simetria electrodébil donde la definicién del campo escalar de Higgs (12.7))
introducida es conveniente para este proposito. Sin pérdida de generalidad se pueden ele-
gir las componentes de este espacio tal que (0]¢;|0) = 0, ¢ = 1,2,4 y la componente

(0|p3]0) = v >0, es decir, el valor de expectacion en el vacio de ¢,

6 — (0]6|0) = (2.12)

V(g) — V(a):lu%uiw. (2.13)

2

Este potencial se puede minimizar con respecto a v. Entonces son importantes dos casos
a analizar, a saber, para u? > 0 el minimo ocurre en v = 0 y la simetria SU(2) x U(1) no
se rompe en este minimo; en el otro caso, u? < 0 el punto simétrico v = 0 es inestable, y
el minimo ocurre para v # 0, rompiendo de esta manera la simetria SU(2) x U(1). Este

punto se encuentra imponiendo que

V'(v) =v(p® + M) =0,

cuya solucion es dada por
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v=1—, (2.14)

que es el minimo buscado [12]. Asi, se puede escribir el lagrangiano del Modelo Estandar
después del rompimiento espontaneo de simetria. Por ejemplo, desarrollando el término que
contiene la derivada covariente en ([2.6)):

1 o= 910
D000 = S0 S0+ 45, ()

2

2.2 1 2 | —dB + W3
= Tl g (g2 g |
4 # 2 4 /92 + g/2
2 +u — M% o
= MEWHW 4 2207, (2.15)

con 7' las matrices de Pauli y donde se ha usado que:

TW = WVt W V2w
" Wt xiWw? L Thtar?
W+ = ———, 177 = —.
V2 2
Los términos cuadraticos de ([2.15)) en los campos de norma son sus respectivos términos
de masa, que se generaron por el rompimiento espontédneo de simetria. W+ son los bosones
de norma cargados complejos que mediaran las interacciones de corrientes cargadas y Z es

el boson de norma hermitico que mediaré las interacciones de corrientes neutras (predichas
por SU(2) x U(1) y confirmadas en el CERN en el ano 1979) y esta definido por:

7 = 9Bt W

Ow es denominado el 4ngulo débil y esta definido de la siguiente manera:

= —SiHQWBu —l—COSQij). (2'16)

~

/

g . g g
tan@w = —, SIHOW =, COS QW = — (217)
q /g2 +g/2 g2 +g/2

La combinacion lineal de B, y W[:’ ortogonal a Z,, es el campo del foton:



EIl Modelo Electrodébil.

A, = cosbw B, + sin QWWi’,

el cual queda sin masa, en acuerdo con el experimento, cuando se reemplaza en (2.15)).

Arreglando los campos A, y Z,, (con el fin de diagonalizar a los campos no fisicos B, y

W?2) se obtiene:

(AM)_ cosfy  sinOy (BM)
Zy, B —sinfy cosOy Wi’ .

Asi las masas que se predicen son:

S22
MW:Vg, MZIV g9 _ MW? M,y = 0.
2 2 cos By

(2.18)

(2.19)

en buen acuerdo con los resultados experimentales una vez que se introducen correcciones

cuanticas (lazos). Después del rompimiento espontaneo de la simetria, la parte del lagran-

giano del Modelo Estandar que corresponde al sector de Higgs queda:

H\®> 1 H\?
@:MMWWEO+7)+#@W@O+7>
+_<8HH)2 - V(¢)7

H es el boson de Higgs y el potencial de Higgs esta dado por:

4 A
1% 2H2+)\3+—H4.

V(@) = =15 —# 1

(2.20)

(2.21)

Para el sector de Yukawa, después del rompimiento espontédneo de simetria, el lagran-

giano queda de la siguiente manera:
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— Ly vwkawa = Z(Eum)LM;ﬁann)R + térms. para (d,1). (2.22)

m,n

re : . .
MY = %V son las componentes de la matriz de masa M". Esta matriz no necesariamente

es diagonal, hermitica o simétrica. Para encontrar los estados fisicos es necesario diagonali-

zar la matriz M introduciendo por separado transformaciones unitarias A; y Ag sobre los

campos fermionicos izquierdos y derechos, a saber:

m, 0 O
A AL = ME=| 0 m. 0|, (2.23)
0 0 my

que es una matriz diagonal con eigenvalores reales no negativos que corresponden a las
masas fisicas de los quarks con carga 2/3. Si M es hermitica entonces podemos tomar
Ap = Ag y si M es simétrica entonces podemos hacer A;, = Aj,. Similarmente se puede

diagonalizar para los quarks de tipo d y para leptones:

ATMAAL = Md o ATMAL = M. (2.24)

Asi, se pueden reescribir los términos fermionicos del lagrangiano del Modelo Estéandar
en términos de los campos fisicos (eigenestados de masa), usando (2.18) y (2.16)), es decir,
la parte fermionica de (2.1)) queda

g _ R aq’ Vg*+9?
,Cf + EYukawa £¢ - m <J#VWM + J%WH > - WJSAM - TJ;ZM
= Lw + EW + ﬁQ + ,Cz, (225)

donde L, es el término de energia cinética para los fermiones, los términos con W son las

interacciones con corrientes cargadas y donde las corrientes Jjj, y J{,‘L/T estdn dadas por:

T = O (1 =25)0y + 0" (1 = ¥5)¢us
Jl = D1 = )+ D™ (1 — 3s)va. (2.26)



EI Modelo Electrodébil. 11

Si el momento transferido es pequeno, i.e. |¢#| << My el Hamiltoniano efectivo queda

simplemente:

G
Hepr = —=Jh, S, (2.27)

V2

que reproduce la teoria de Fermi y de donde podemos identificar :

Gr 9’

Por otra parte, si se escribe la corriente en términos de los eigenestados de masa se

obtiene:

J{}(l;[ = QEVZLV#W¢IL+2E1LL’YU‘%¢C[L7
Sy = QEZZLVHWT¢V1L+2EdL7#V;1TwuL7

con V, = AQETAdL la matriz que describe las transiciones entre quarks de tipo u y d. V, =

Verw es la matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa ([15], [16]) dada por:

Vud Vus Vub
Vea Ves Ve | (2.29)
Vie Vis Vi

cuyos valores experimentales estan reportados en [4]. De forma andloga se puede definir
la matriz de mezcla leptonica Vj; sin embargo, para procesos en los cuales la masa de los
neutrinos es despreciable se considera V; = I, con I la matriz identidad, ya que como se sabe,
las masas de los neutrinos son muy pequenas comparadas con las masas de otras particulas,
entonces la mayoria de los experimentos son insensibles a ellas. En tales procesos se puede
ignorar L” en , y vg se desacopla. Como M"Y = 0, los tres eigenestados de masa estan
efectivamente degenerados con eigenvalores 0, y los eigenestados son arbitrarios. Asi, no hay
como distinguirlos excepto por su interaccion débil. Luego se puede simplemente definir v,
v, y vy como los companeros de interacciéon débil de los leptones e, u y 7, que equivale a
elegir Ay = A% y asi v, = A%y, puede aplicarse en (2.24)).

Para las interacciones electromagnéticas de los fermiones con el campo del foton A, el

lagrangiano queda descrito de la siguiente manera
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/
Lo=——2L 1A (2.30)

NZETal

Jg es la corriente electromagnética, que es la suma sobre todas las corrientes vectoriales de

fermiones pesadas por su respectiva carga @);:

Ty = 3 Qi = S8, — 500" a — T 2:31)

i=q,l

Ademas, se puede identificar la carga eléctrica del positréon con:

/
e=—29 __ _ gsin Oy . (2.32)

Finalmente, £ da la interaccion de los fermiones con el campo de norma neutro Z:

2 /2
Ly= NI XS guy 9 gug (2.33)

= J
2 zen 2cosby %

donde Z,, es bosén neutro y la corriente J, es (sumada sobre todos los fermiones):

Iy = Z%V“ [t2,(1 = 75) — 2q, sin” Oy ],

= Zth’y (1 — 75)th, — 2sin? Oy J4,

donde 3 = j:%. La expresion anterior también se puede escribir:

Jg = %m“wm - EdL’Y“"@DdL + EVLL’YH%/ZL - %L’V“WL
— 2sin® Gy ( DV Py — —%v Ya — 1/)17“@/%)

= PV Yur, — arp V" Var + wm Yy — Dy i
— 2sin® Oy JG. (2.34)
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2.2. Cromodinamica Cuantica (QCD)

La teoria que describe las interacciones fuertes es la Cromodinamica Cuéntica (QCD).
En esta teoria cada uno de los seis sabores de quarks (u, d, s, ¢, b y t) tienen un ntimero
cuantico adicional, color, que toma los valores a = 1,2,3 o rojo (R), verde (G), azul (B),
y ademaés existe una simetria de norma no quiral que no se rompe, SU(3) y actta sobre el
indice de color. Contiene 8 bosones de norma no masivos (gluones), G* (i =1, - - -, 8), una

. . ., 2
constante de acoplamiento fuerte g, y una constante de interaccion fuerte a, = J=.

2.2.1 El lagrangiano de QCD

La densidad lagrangiana de QCD esta dada por la expresion [12]:

[Ip— e 0D 5 i Auvi
_ T nvi —a _ —a i jnZ
‘CQCD - 4G/LVG + ZT: qr leaqrﬁ zr: m"‘Qr QTOé + 3271'2 gs GuyG ° (235)

Los campos de quarks estan denotados como ¢, donde o« = 1,2,3 0 R, GG, B representa el
colory r = u,d, s, c, b, t representa el indice de sabor. Los campos de quarks se transforman
bajo la representacion fundamental (3) de SU(3) y no tienen quiralidad, L} = L%. El campo
adjunto de Dirac se transforma como un 3* y se escribe como g*. Esta teoria contiene 8

campos de norma Hermiticos (gluones), G* = G*I.

El tensor de intensidad de campo en (2.35)) esta dado por

Gl = .G, — 0,Gl, — gy [ GI.GE.

fijk son las constantes de estructura con los indices ¢, j,k = 1, - - -, 8, definidas por el algebra

de los generadores de SU(3) y donde A’ es el conjunto de las matrices de Gell-Mann:

[N, N] = 2075\, (2.36)

En el segundo término en (2.35) se tiene la derivada covariante que actia sobre los

campos de quarks y estéd dada como sigue:

D18 = (D) = grgP 4+ s qus (2.37)

V2
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con

B _ (T _ - i ﬁ

GY = (G3) ; G Nk (2.38)
m, en son las masas de los quarks, que son generadas mediante rompimiento espon-
tdneo de simetria electrodébil en el Modelo Estdandar. Es importante mencionar que las
interacciones fuertes son invariantes ante operaciones de Paridad (P), conjugacion de carga
(C), inversion temporal (7') y también ante los productos CP y C'PT, es decir, C, P, T,
CP y CPT son conservadas. Sin embargo es posible sumar un término de violaciéon de C'P
al lagrangiano de QC D, que corresponde al ultimo término en y donde 8gcp es una

constante real adimensional, y ademas interviene el tensor dual de intensidad de campo:

~i
G, =

1po
€pe G

N | —

El término de violaciéon de C'P es invariante de norma y no modifica la renormalizabili-
dad de QCD. Sin embargo, para Ogcp # 0 éste viola las simetrias P, T'y C'P y los limites
experimentales sobre el momento dipolar del neutrén requiere que |fgop| < 1071, Para
QCD es posible simplificar imponiendo esas simetrias, es decir, tomar Q_QCD = 0, donde

Oocp = Ogop + arg(det(M,)), con M, la matriz de masas de quarks.

2.2.2 QCD perturbativa.

En QCD se tienen como parametros fundamentales las masas de los quarks y el acopla-
miento g,, que expresado de otra manera, a; = %. En QCD perturbativa, las observables
se expresan en términos de la constante renormalizada o,(ug) con g la escala de renor-
malizacion (la dependencia en esta constante aparece al considerar correcciones de lazos).
Cuando se toma pur muy cerca de la escala del momento transferido ) en un proceso da-
do, entonces a,(u% ~ Q?) nos indica la intensidad efectiva de la interaccion fuerte en tal

proceso. Esta constante satisface la ecuacion del grupo de renormalizacion:

dov
M%% = 5(0@) = —(b(]Oég + blOéi + (?20/8L + ), (239)
R

con by = (33 — 2ny)/127 el coeficiente de la funcion beta a un lazo y ns el nimero de

sabores de los quarks con masas menores que ug. Los términos restantes de (2.39)) son
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correcciones de orden mayor dadas en [4]. El signo negativo de la funcién beta (paran; < 16)
estd asociado con el fenémeno de Libertad Asintética, que basicamente consiste en que
el acoplamiento fuerte o, disminuye para procesos con grandes momentos transferidos,

as =~ 0,1 para momentos transferidos del orden de 100 GeV - 1TeV.
Una soluciéon aproximadamente analitica para (2.39)) esta dada por:

oo 1 (1 biln(t) | b%(ln2t—1nt—1)+bob2)7 (2.40

Qs ~—(1-—

W Rt RE2+

donde ¢ = In(5z i ) esta paramerizada en términos de la llamada escala de QCD. Agep es
QCD

una constante de integracion, que corresponde a la escala donde el acoplamiento definido

perturbativamente puede divergir, es decir, es la escala no-perturbativa de QCD, Agep ~
300 MeV.

Para mostrar el fenomeno de Libertad Asintética en la figura (2.1)), se muestran las
diferentes medidas de la constante «y a partir de procesos diferentes, cuyas observables

pueden calcularse perturbativamente [4].

Sept. 2013
v T decays (N3LO)
® Lattice QCD (NNLO)
a DIS jets (NLO)

o y(Q)

03+ 0 Heavy Quarkonia (NLO) |
o e'e¢ jets & shapes (res. NNLO)
¢ Z pole fit (N3LO)
v pp—> jets (NLO)

02} |

0.1} |
QCD 0x(M,) = 0.1185 + 0.0006

10 Q [GeV] 100 1000

Figura 2.1: Medidas de a; como funciéon de la escala de energia () (puntos experimenta-
les) comparado con la prediccion de QCD (lineas solidas) [4]. Es un test muy preciso del

fendmeno de Libertad Asintoética.

Se puede observar en la ﬁgura que la escala de masa del lepton 7 o (MT):(O.327J:8:8}2) [
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y por debajo de esta escala de energia, (Q ~ 1.77GeV), «, aumenta rapidamente, por lo

cual los célculos perturbativos en esta region no son fiables.

2.2.3 Interaccion fuerte a grandes distancias (regién no

perturbativa).

A bajas energias o dicho de otra manera, a grandes distancias a; — O(1), es decir,
en esta region la teoria de perturbaciones no es convergente, asi que no se pueden usar
técnicas perturbativas convencionales. Los quarks y gluones estan confinados y los hadrones
se convierten en los tnicos grados de libertad. No obstante, existen algunas herramientas
para comprender las interacciones fuertes, por ejemplo, existen modelos fenomenolégicos
(que tipicamente son ttiles en dominios limitados por la cinematica y por sus parametros).
Otro enfoque involucra las simetrias quirales de sabor de las interacciones fuertes, que
incluyen técnicas tales como algebra de corrientes, teoria quiral de perturbaciones, reglas

de suma de QCD, la expansion 1/N,, el modelo Skyrme.

Lattice QCD es la definicion no perturbativa de QCD, la cual esté basada en aproxima-
ciones de espacio y tiempo por una red discreta de puntos, permitiendo resolver numérica-

mente las ecuaciones de QCD, tipicamente en una supercomputadora.

Se cree que bajo condiciones ordinarias (de temperatura y densidad) el color se confina,
lo que previene la producciéon de quarks y gluones aislados. Se necesitaria una energia infinita
para separarlos, por lo cual se dice que estdn confinados. Realmente, una vez que q y g estan
lo suficientemente lejos tal que ag,r > 2m, se puede crear un par g y romperse, dejando
dos mesones en vez de quarks aislados. Esto es andlogo a cortar una barra magnética, lo

cual crea dos barras magnéticas mas pequenas en vez de un par monopolo-antimonopolo.

Para establecer las simetrias globales de QCD en la regién no perturbativa, el término

relevante de la densidad lagrangiana es:

Ly = q(i) —m)q
= QLUDQL + qRi]DQR — (Grmqr + Grmyr), (2.41)

donde q = (u, d, s)T representa los campos de quarks, m = diag(m, mg m,) es la matriz
de masas diagonal de quarks, los indices de color se han suprimido. De acuerdo con los
diferentes casos que se pueden presentar en los términos de masa de los quarks se tienen

las siguientes simetrias:
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= Simetrias de sabor. Se presenta cuando las masas de los quarks son iguales, i.e.,
m, = mg = my, luego el lagrangiano de QCD es invariante ante transformaciones

globales de los campos dadas, tales transformaciones son [17]:

A
qg— ¢ =exp (—ZHCL?&) q, (2.42)

con A, el conjunto de matrices de Gell-Mann que corresponden a los generadores de
SU(3) para la representacion fundamental. Como consecuencia de esta simetria, los
estados fisicos del hamiltoniano de QCD (hadrones) se pueden clasificar en repre-
sentaciones irreducibles de SU(3) con la misma masa. Las mediciones de las masas
de los hadrones con el mismo espin y paridad indican que SU(3) es una simetria

medianamente rota, pues las masas en los multipletes de SU(3) difieren de 10-30 %.

Por otra parte, en el limite en que las masas de los quarks v y d, m,, = my se presenta
una mejor simetria de sabor (simetria de Isospin) que corresponde a la invarianza del
lagrangiano ante transformaciones de SU(2) en el espacio generado por ¢7 = (u, d). Al
nivel del espectro de hadrones esta simetria de Isospin esté rota suavemente, ya que las
masas de un multiplete de isospin difieren en aproximadamente 2 % (m,, —m, << my,

Mt — Mypo << mﬂ+).

» Simetria Quiral.Se presenta cuando las masas de los quarks son cero, m, = mg =
ms = 0 y se dice entonces que el lagrangiano de QCD tiene una simetria Quiral
SU(3)r x SU(3)g. Asi, como los quarks no tienen masa, el lagrangiano de QCD es
invariante ante transformaciones independientes sobre las componentes de quiralidad

izquierda y derecha de los campos, estas tranformaciones son:

qr, — exp(—ifi\./2)qr, qr — exp(—i0% a/2)qR, (2.43)

y el lagrangiano de QCD se mantiene invariante. Como las masas de los quarks u y
d son mas pequenas que la masa del quark s, la simetria quiral es mejor simetria que

la simetria de tres sabores.

Los términos de interaccion de norma en Lgcp para n, sabores de quarks son invariantes
bajo una simetria quiral de sabor global SU(n,)r x SU(ny)r x U(1)p x U(1)4 que conmuta
con SU(3).. La simetria (aproximada) SU(3), x SU(3)gr x U(1)p x U(1) 4 de los quarks u,
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dy s se rompe y como ms < Agep el subgrupo SU(2), x SU(2)p x U(1)p x U(1) 4 también

lo hace.

Los factores U(1) tienen como generadores:

1

1
B =2 / JP(x)d*E,  By= 3 / JiHx)dPz, (2.44)

donde JB4 son las corrientes de Noether asociadas:

I2= T tas =D T (2.45)

con r y « los indice de sabor y color respectivamente. B es el nimero bariénico (% para
quarks y —% para antiquarks), mientras que B4 es el andologo del ntiimero bariénico axial.
Estos ntimeros estan relacionados a los generadores quirales de U(1) By g (i.e., By = £3
para qr(q;) y 0 para qr(qr) y viceversa para Bgr) por B(B4) = Qg £ Q. El nimero
bariénico es una simetria accidental que es conservada a todos los 6rdenes en teoria de
perturbaciones en el Modelo Estandar.

Considerando ahora SU(3);, x SU(3)g o su subgrupo SU(2) x SU(2)g, y si se definen los

generadores de SU(3)L g como F ,{ r Tespectivamente, el algebra de Lie asociada es:
[FL Pl =ifinFf, [Fh FL] =ifgFh,  [Fi FL] =0, (2.46)
y sus conmutadores con los campos quirales de quarks son:

[Fl,qar] = — 2abeL7 [F},qar] =0,
[F}Z-Za QaL] =0, [Fjl{a QaR} = - Sb

W, (2.47)

F} & esté asociado con las corrientes de Noether siguientes:

) — )\Z —« )\Z 7 — )‘Z
‘]L,u, = QL'VHEQL = qaL’Yu7beLaa JR“ = ququ. (2.48)

Se pueden definir generadores vector y axial-vector como sigue:
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Fie Fi4 i = / Vi(e)d'F, F® = Fl— Fi — / A ()7, (2.49)

y sus corrientes asociadas:

% %

i i i _A i i i _
Vie=Jp,+J1, = qw;q AL, =Jp, — i, = q%’yg,gq. (2.50)

Vlf estd asociada con las corrientes débil y electromagnética, mientras que AZ con las inter-

acciones débiles. Estos generadores no conmutan, pero satisfacen:

[F'F7| =ifyF*, [F' FP] =ifiuF™, [F® FP] =ifi,F", (2.51)

Las corrientes vectorial y axial Vlf y AL se conservan para quarks sin masa. Si la matriz

de masas m = diag(m, mgq ms) # 0, se obtiene que [12]:

i

MV = —ig [%m] g, O"A, =—ig {% m} q. (2.52)

Asi, las simetrias axiales se rompen por las masas de los quarks, mientras que las sime-

trias vectoriales se rompen solo por degeneraciéon de masas.



Capitulo 3

El leptén 7 y violacién de sabor

leptonico.

El lepton 7 constituye una gran prueba para buscar senales de nueva fisica. Su gran
masa (1776.86+0.12 MeV [4]) nos permite investigar violacion de sabor y namero lepténico,
a través de un gran niimero de modos de decaimiento que son cinematicamente permitidos.
En este capitulo se hace una breve revision de las pruebas de violacion de sabor leptonico,
comenzando en el sector de neutrinos y siguiendo en el sector cargado, dando en este tltimo
sector limites experimentales, los cuales proporcionan restricciones sobre los modelos de

sabor mas alla del Modelo Estandar (BSM).

3.1. El lepton 7.

Los decaimientos de los leptones cargados u~ y 7~ que proceden via el intercambio de
bosones W con la intensidad asociada con las interacciones de corrientes cargadas estan

dados por el lagrangiano:

Lec = _QLQ?WJ {vau(l —5)l + (1 — 75) (Vaad + Vuss)} + h.c, (3.1)
I

Como el momento transferido por el boson W~ es muy pequeno comparado con My,
entonces la interaccion (propagador) se vuelve aproximadamente puntual a través de la
constante de acoplamiento de Fermi Gr/v2 = ¢%/(8M32). Los anchos de decaimiento

leptonicos estan dados por [2]:
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_ o GQ/ ml5 mQ/ 1
Dy =T = 1" Py(y)] = #]‘ (m’?> (1 + 55,;0) , (3.2)

donde f(x) =1—8x+8x3 —a?—122%Inz, y 52% toma en cuenta las correcciones radiativas
de QED.

Como el leptéon 7 tiene una gran masa, varios estados finales son accesibles ya que son
cinematicamente permitidos, algunos representativos son: 7= — v,.e 7, (BR = (17.818 &+
0.041) %), 77 = v.pu 7, (BR = (17.392 £ 0.040%), 7~ — v,du (ej.BR(7™ — v,m7) =
(10.811£0.053) %), 7~ — vysu (ej. BR(1~ — v, K~) = (0.0955£0.0096) %) [4]. Es el anico
lepton que se conoce que decae en hadrones. Los decaimientos (semileptonicos) 7= — v, H~
tienen como elemento de matriz de la corriente cargada izquierda entre el vacio y el estado

hadronico final:

(H™ |(Viyd + Vi $)7" (1 = 45)ul 0) . (3.3)

U

Por ejemplo, para los decaimientos con la mas baja multiplicidad, 7= — v, 7~ y 77 —

v, K~ los elementos de matriz relevantes son:

<7T’(p) ’E’y“’yg)u’ O> = —iV2f.p", <K’(p) |5y sl O> = —iV2fxp", (3.4)

Los decaimientos semileptonicos del 7 ofrecen la posibilidad de estudiar propiedades de
corrientes vectorial y axial-vector, contrariamente al proceso ete™ — hadrones que solo

examina la corriente vectorial electromagnética.

Los decaimientos en dos mesones pseudoescalares del leptéon 7, 7= — v, P~ P son
mediados por la corriente vectorial. El elemento de matriz relevante se puede parametrizar

en términos de dos factores de forma:

Appr

a A
_ = / pp ’
(P~P"|diy"u|0) = Cppr { <p —Po — q) EPP(s) + ; q"F&P (s)} , (3.5)
con p" y pb los momentos de los pseudoescalares cargado y neutro, respectivamente. g* =
(p— —po)* es el momento transferido y s = ¢2. Las dos estructuras de Lorentz corresponden

a las transiciones J” = 17 y 0T. La contribucién escalar es suprimida debido a la diferencia
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entre los cuadrados de las masas Appr = m3, —mp, ya que la corriente vectorial se conserva
en el limite donde las masas de los quarks son iguales. El coeficiente de normalizacion Cpps
se elige de tal forma que el factor de forma vectorial F{¥'" (s) sea igual a la unidad al orden
més bajo en la teoria quiral de perturbaciones. Por ejemplo, C.r = /2. En el capitulo 4 se
abordara un decaimiento de este tipo: 7= — v,m~ 7. Algunos otros decaimientos relevantes
de este tipo son por ejemplo, 77 — VTTI'_FO, T =, K’y —um.

Los modos de decaimiento del lepton 7 de alta multiplicidad se pueden ver en las refe-
rencias [4] y [2]. En el capitulo 5 se aborda uno de estos decaimientos, con cinco particulas

en el estado final, abordando en detalle su dinamica.

3.2. Violacién de Sabor Leptonico (LFV).

Para introducir la violaciéon de sabor lepténico, veamos un preambulo que son las os-
cilaciones de neutrinos. En la actualidad se ha observado violaciéon de sabor leptonico en
el sector de neutrinos (leptones neutros). En las secciones proximas se presenta una breve
descripcion de la violacion de sabor leptonico en ambos sectores (incluyendo el cargado),
enfatizando en el sector de leptones cargados, esto con la finalidad de entender algunos
procesos que seran relevantes en los calculos de esta tesis (procesos de LFV que se pueden

confundir con procesos que ocurren en Modelo Estandar y que fungiran como fondo).

3.2.1 Oscilaciones de Neutrinos.

Los experimentos recientes han mostrado que los eigenestados de sabor del sector de
neutrinos oscilan, es decir, cuando neutrinos de un cierto eigenestado de sabor son produ-
cidos, después de propagarse cierta distancia pueden ser detectados como eigenestados de
diferente sabor. La interpretacion que este fendémeno tiene es que los neutrinos tienen masa
y que, analogamente al sector de quarks, los eigenestados de sabor son diferentes de los
eigenestados de masa, es decir, los neutrinos se mezclan. Esto ha dejado como consecuencia
importante el que los neutrinos puedan ser de Majorana o puedan ser fermiones de Dirac.
El hecho de que los neutrinos tengan masa representa la primera evidencia de que existe
fisica mas alla del Modelo Estandar (BSM).

Los eigenestados de sabor de neutrinos pueden expresarse mediante:
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Voo = Z UaiVi, (3.6)

donde v,, o = e, u, 7 denota el neutrino del doblete electrodébil, es decir, el neutrino que
se produce en un proceso de interacciéon en una corriente débil cargada asociado con un
lepton cargado. v; son los eigenestados de masa de los neutrinos. U es una matriz unitaria
en principio de tamano 3 x 3, pero si se considera que el conjunto de estados v, incluye
un posible conjunto n., que es un singlete eletrodébil que corresponde a neutrinos estériles,
entonces la matriz U es de tamano (3 + n.s) X (3 + nes). Como solo los tres dobletes
electrodébiles se acoplan al bosén W, la matriz de mezcla realmente observada que aparece
en las corrientes débiles cargadas involucra el producto de una submatriz rectangular 3
X (3 + nes) de la matriz lepténica de mezcla completa con el adjunto de la matriz de
transformacion unitaria de 3 x 3 que mapea los eigenestados de masa a eigenestados débiles
de los leptones cargados. Asi, la matriz de mezcla leptonica que ocurre en la corriente
cargada débil tiene tres renglones y 3 + n.s; columnas, que corresponden al hecho de que
en general, un leptéon cargado se acopla a v, que es una combinacién lineal de los 3 + n.,

eigenestados de masa.

Ademas, en los experimentos de oscilaciones de neutrinos se han medido diferencias
entre los cuadrados de las masas, como también los angulos de mezcla. Se han obtenido los

siguientes rangos permitidos [2][21],

Amy, = (7,45f8ﬁ§) -107%eV?,
Am3 = (2,417f838}§) - 10%eV?,
Am32, = (2,410458:823) 1073V,

. 0,012
Sln2 812 = 0,306—1—0’0127
. 0,0020
sin” 615 = 0,02297 00010,
. 0,007 0,032

(3.7)

donde Am?; = m? — m? es la diferencia entre los cuadrados de las masas entre los eige-
nestados de masa de los neutrinos y 6;; los correspondientes dngulos en la parametrizacion

estandar de la matriz de mezcla de los neutrinos.
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Existen en la actualidad tres posibles jerarquias permitidas en cuanto a las masas de

los neutrinos, a saber:

» Jerarquia Normal, donde m; < my << mg. En este caso Am32, = m3 —m3 > 0, y
ms &~ /Am3; =~ 0,03 — 0,07eV. Mientras que para oscilacion de neutrinos solares
existen dos niveles mas ligeros; la masa del neutrino més ligero no esta acotada. Si

my << mao, entonces se encuentra un valor de ms = 0,008eV.

» Jerarquia Inversa, donde m; = mg >> mg con m; o =~ Am3, ~ 0,03 — 0,07eV. Las
oscilaciones de neutrinos solares en este caso toma lugar en niveles mas pesados con
Am3, =m3 —m2 < 0. En este caso no se tiene informacion del valor de mg, excepto

que es mucho més pequeno que las otras dos masas.

= Neutrinos Degenerados, es decir, donde m; ~ mg &~ msg.

3.2.2 Violacion de Sabor Leptoénico en el Sector de Leptones
Cargados (CLFV).

Como se ha visto en el capitulo anterior, en el Modelo Estandar se introducen tres doble-
tes leptonicos de SU(2) cada uno de ellos caracterizado por un numero cuantico denominado

sabor:

entre los cuales no existen interacciones, es decir, en procesos de interacciéon el ntmero
de leptones del mismo tipo (electrones y neutrinos del electrén, muones y neutrinos del
muon, tau y neutrinos del tau) se mantiene, y se dice que en el Modelo Estandar existe

conservacion de niimero leptonico.

Sin embargo, en la naturaleza existen procesos en los cuales se cambia de un sabor
a otro, es decir, existe violacion de sabor leptonico. Un ejemplo (el tnico medido) son
las oscilaciones de neutrinos vista en la seccién anterior. Sin embargo, en lo que respecta
al sector de leptones cargados, nunca se han observado procesos de violacion de sabor
leptonico, pero nada impide que en principio se puedan buscar experimentalmente procesos

como por ejemplo los siguientes:
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,u+ — ey, T — e+e_,u_,
ut —etete, T — lljlj_,
pu N —e N, T = utuTe,
w N — et N, T = utuu,
pte™ — pe™, T —etee,
T — 1. (3.8)

Considerando la minima extension al Modelo Estandar que es permitir a los neutrinos
tener masa, esto significa que podemos tener neutrinos derechos en el Modelo Estdndar
(analogamente al sector de quarks) y cuando esto sucede la corriente cargada ya no es

diagonal como se puede ver en el lagrangiano:

g — —
—£W = ﬁUjid}lj’yﬂl/)wW,u + h'C" <39>

donde Uj; es la matriz de mezcla de los leptones, que no necesariamente es diagonal pues los
neutrinos pueden mezclarse, sin embago debe ser una matriz unitaria, analoga a la matriz

CK M del sector de quarks.

En particular, si los neutrinos son particulas de Dirac, la razéon de decaimiento del

proceso (. — ey, por ejemplo, estard dado por la expresion:

9 2

3 N m,, -
BR(M — G’Y) = 32_7T Z U#n enm—2 ~ 10 52 (310)
w

n

con n = 1,2,3, m, la masa de los neutrinos y my, la masa del boson W correspondiente.
Esta fraccion de decaimiento es experimentalmente inaccesible, pues serian necesarios al
menos 10°2 eventos para poder observar un muén decayendo a un electréon y un fotén. La
supresion de tal proceso se debe a que en este modelo la tnica fuente de violacién de sabor
lepténico son las masas de los neutrinos. Por tanto, si estamos en un universo donde al
Modelo Estandar se le agregan masas a los neutrinos de Dirac, entonces se esperaria que
la dnica fuente de violaciéon de sabor lepténico son las masas de los neutrinos y asi los

experimentos no observarian nada.

Sin embargo, en muchas extensiones del Modelo Estandar existen contribuciones que

no son despreciables a la violacion del sabor lepténico en el sector cargado, CLFV, por sus
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siglas en inglés. Los experimentos actuales establecen limites rigurosos sobre el espacio de
parametros disponibles para incorporar nuevos modelos. Por tanto, cualquier observacion
de CLFV debe ser una senal no trivial pero determinante de que existe fisica mas alla del
Modelo Estandar (BSM). La mayoria de los modelos de BSM predicen que las fracciones
de decaimiento en procesos de CLFV son suficientemente altas como para ser detectadas

experimentalmente, o bien, los limites experimentales se vuelven cada vez més alcanzables.

Existen intentos por generalizar los modelos subyacentes, como es el caso de la expresion

dada para el lagrangiano efectivo relevante para los procesos p — ey y u™ — eTe~e™ [22]:

Gr
_— 4 _— 4
Lyseyeee = ——=|muApiigo"erF, +m,Afi o erF,,

V2

g1(figer)(€rer) + g2(firer)(€Ler)

+ o+

g3(ipY"er)(€rvuer) + ga(fipy er) (€L er)

+

gs(fpy"er)(@ryuer) + g6y er)(€rVuer) + h.c.,

(3.12)

donde el decaimiento p — ey estd mediado por los primeros dos términos (términos di-
polares). Para el decaimiento u* — ete~e™ contribuyen tanto los primeros dos términos
(dipolares) como los términos restantes (de contacto). La intensidad relativa de las razones
de decaimiento depende de la intensidad relativa de los términos dipolares y de contacto.

En este caso, se puede obtener una relacion simple entre las fracciones de decaimiento [22]:

BR(u"™ —ete et) « m? 11
~—|In(—£)—-—|~ . 1
BR(ut — etv) 37 | m?2 4 0,006 (3:13)

Para el caso del lepton 7, el lagrangiano efectivo general que describe las transiciones
con violaciéon de sabor leptéonico 7 — p también se puede organizar de acuerdo al tipo de

operadores presentes [23]:

l
Lopp =L+ L+ LG+ L+ . (3.14)

donde Eff s contiene los operadores dipolares efectivos:
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D
Lejp=—

m,

A2 {(Cprpc"” P + Cprpic"” Per)F,, + h.c.},

Los operadores que involucran dos campos de quarks estdn agrupados en [,Zc 5

Ll

eff

1 _ I
v > {(CEamy Prr + CY i PLT)q,4

q=u,d,s
(C4 mliy” Prr + C4 iy PLT)q7,754
m.m,Gp(CépaPrT + C§ PRrT)qq
m:myGp(ChpiPrT + Ch IPrT) V54

+ 4+ + +

m.m,Gp(Ctpiic? Py + Cf io™ PrT)qo,q + h.c.

y también se pueden definir los operadores gluénicos Eer 7

L

mTG _ — a v
G = TP {(ConiPur + CorTiPar) G G

+ (GggriPLT + Gg iPRT)GS,GY + h.c.

con 1,/ (4as)=—=9a,/(87). Los operadores que incluyen cuatro leptones £} .

L

4
eff

1
= {Csrr(BPLT)(7iPpp) + Csrr(BPrT)(HPr)
+ Cvrr(y" Por) (v, Prp) + Cvrr(Ey" PrT) (107, Prit)
+  Cvir(Ey" Pp7)(fyuPrpr) + Cv o (7" PrT) (B, Poi) + he.c.

(3.15)

(3.17)

(3.19)

(3.21)



28 Violacién de Sabor Lepténico (LFV).

donde solo estan incluidos canales como 7 — 3u, pero se pueden incluir canales como
7= — e ptp~ con operadores similares a (3.20). Se ha usado que Pr = (1 £ v5)/2,
o = £[y*,7"] y Gr es la constante de Fermi. F,, y G%, son los tensores de intensidad de

lepmﬁG“’aﬁ es el tensor dual de intensidad

campo del foton y gluén respectivamente. égy =3

de campo del gluén.

Como parte final de la revision de CLFV se presenta en la siguiente tabla algunos de los
procesos mas populares de CLFV en el lepton 7 [24]. Ny y Nops corresponden al nimero

de eventos de ruido esperados y al nimero de eventos observados, respectivamente.

Canal | Limite actual (90 % CL) | Experimento Nokg Nops
e ete” <2.7-1078 Belle 0.21 £ 0.15 0
<2.9-10°8 BABAR 0.12 £ 0.02 0
pete” <1.8.10°8 Belle 0.04 £0.04| 0
<2.2.1078 BABAR 0.64 £+ 0.19 0
et - ~2.7.10-% Belle 0.10 + 0.04| 0
<2.1-1078 BABAR 0.54 £ 0.14 0
w e 21108 Belle 0.13+020| 0
<3.3-1078 BABAR 0.44 + 0.17 0
e pute” <1.5:1078 Belle 0.01+£001| O
<1.8-1078 BABAR 0.34 £ 0.12 0
poet T <1.7.1078 Belle 0.024+0.02| 0
<2.6-1078 BABAR 0.03 £+ 0.02 0
et <2.3-1078 Belle - -
<12.0-1078 BABAR
pomwt T <2.1-1078 Belle - -
<29.0 -1078 BABAR
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e T K~ <3.7-1078% Belle
<32.0 -1078 BABAR

pwrt K- <8.6-1078 Belle
<26.0-1078 BABAR

etm T <2.0-10°8 Belle
<27.0-1078 BABAR

ptrr <3.9-1078 Belle
<7.0-1078 BABAR

Para una revision completa se puede ver la referencia [24].



Capitulo 4

El decaimiento 7~ — 7 7Vu;.

En este capitulo estamos interesados en el estudio del decaimiento 7= — 7~ 7%, un

proceso que involucra las interacciones débiles y fuertes. El proposito es fijar los pardmetros
del modelo de dominancia vectorial para probar que son necesarias al menos tres resonancias
que nos permitiran describir correctamente la masa invariante del sistema de piones 7~ 7°;
la fraccion de decaimiento se puede fijar con una sola resonancia, pero el espectro de masa
invariante requiere de al menos tres de tales resonancias como lo muestra la figura Este
ejercicio permitira fijar los parametros del modelo con tres resonancias para que puedan ser

utilizados para modelar el proceso que estudiamos [25].

Este decaimiento estd dominado por resonancias hadronicas y en este caso nos enfoca-
mos a las resonancias p(770), p(1450) y p(1700). El canal de decaimiento dominante del

Y2, con una frac-

lepton 7~ es precisamente este decaimiento semilepténico, 7= — w7
cion de decaimiento (25.52 £ 0.09) % [4]. De acuerdo al modelo de dominancia de mesones
vectoriales, el factor de forma débil del pién puede ser parametrizado en términos de fun-
ciones Breit-Wigner (ver ), que corresponden a las resonancias antes mencionadas.
Se presenta el calculo de la fraccion de decaimiento usando datos del ajuste para el espec-

9 medido en los decaimientos 7= — 7 7'y, del

tro de masa invariante del sistema 7~
experimento Belle|26]. En la actualidad ya se ha tratado este decaimiento, por ejemplo, se
han obtenido fracciones de decaimiento usando solo dos resonancias (p(770) y p(1450)) de
B, (m=7%) = (24.01 £ 0.65) % [27], o la prediccion de CVC que usa los datos experimentales
del factor de forma electromagnético del pion fi(t) = v2F.(t) [29] que obtiene un valor
de BEVC(r=7n%) = (24.52 + 0.31) %. Claramente, existe una discrepancia entre el valor
reportado por PDG y estos ejemplos.

0

Cuando en el decaimiento 7~ — 7~ @°v, se observa el numero de eventos en funcién
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del momento total del sistema de mesones (masa invariante de este sistema), existe una
tendencia de que esta observable tenga una produccién muy elevada de estos eventos cuando
la masa invariante tiene valores de aproximadamente 770, 1450 y 1700 MeV's. Asi, se
dice que la reaccion exhibe resonancias en 770, 1450 y 1700 MeV, o equivalentemente
podemos decir que la reaccion procede via la creaciéon de particulas intermedias, cuyas masas
corresponden respectivamente a los valores antes mencionados. Para que una resonancia
pueda decaer en cierto estado o estados tiene que haber conservacién de ciertos niimeros
cuanticos como son isospin y paridad-G, asi como de C-paridad. En el caso que nos interesa
de dos piones, el isospin y paridad G tienen los valores I = 1, G = +, que corresponden a

las propiedades de la corriente débil vectorial que las produce.

La nocién de isospin fue introducida por Heisenberg [30] en 1932 como una simetria
para caracterizar los dos estados de lo que se conoce como nucleén (protén, neutréom).
De acuerdo a la suma de momento angular (de dos momentos angulares), el isospin de un
sistema compuesto de varias particulas es la suma vectorial de cada isospin de las particulas
constituyentes. Esta simetria asume un papel importante si se hace la hipotesis de que
las interacciones fuertes son independientes de la carga como es el caso. La conservacion
de isospin se mantiene siempre y cuando las interacciones fuertes sean invariantes ante
rotaciones en el espacio de isospin. La utilidad de este concepto radica en que es un buen
nimero cudntico y ademads, la matriz S es invariante bajo rotaciones de isospin (bajo estas

aproximaciones) y sabemos que nos conecta estados iniciales y finales con el mismo isospin.

Supongamos que sabemos experimentalmente que las interacciones fuertes son invarian-
tes bajo rotaciones de isospin y también bajo conjugacion de carga. En mecanica cuantica
si tenemos dos operaciones de simetria que dejan un sistema invariante, nos preguntamos si
tales operaciones conmutan. Si éstas no conmutan no podemos caracterizar estados como
eigenestados simultdneos de esos operadores. Se puede probar que la conjugacion de carga
no conmuta con I3, la tercera componente en el espacio de isospin, de hecho anticonmuta.
Sin embargo, si se considera la rotacion G = Cexp(inly), es decir, una rotacion de 180°
alrededor del segundo eje en el espacio de isospin seguida de una operaciéon de conjugacion
de carga, se ve que las tres componentes en el espacio de isospin conmutan con G, es decir,
[f, G] = 0, lo cual expresa el hecho de que rotaciones e inversion en el espacio de isospin
conmutan. En analogia a la mecéanica cuantica, usamos I y G como buenos nimeros cuan-
ticos que describen interacciones entre sistemas de particulas. Estas dos simetrias juegan
un papel importante cuando se describe la masa invariante del sistema 7~ 7", y por ende

cuando se describe el factor de forma adecuado, determinado por las resonancias p(770),
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p(1450) y p(1700). En particular, para la resonancia p(770) (que subsecuentemente decae
en dos piones via interaccion fuerte) observada como resonancia del sistema 77, se tiene que
I =1 y su G-paridad es par, ya que p — 27 es un decaimiento fuerte que debe conservar

JPG

tanto isospin como G-paridad, asi que para p(770) = 17, Utilizando estos conceptos,

se puede parametrizar la corriente hadréonica mediante el factor de forma que incluye las

tres resonancias.

4.1. Amplitud de decaimiento.

La convencién de momentos es la siguiente:

77 (P) = v (q)n (P_)7°(Py) (4.1)

vr

Y

Figura 4.1: Diagrama de Feynman del decaimiento 7= — v,m~ 7.

Este decaimiento se produce mediante el proceso de hadronizacién del proceso elemental
T~ — duv,, es decir, los quarks que participan en este proceso se convierten en hadrones,
en este caso el par 7~ 7%. Se trata de un decaimiento semilepténico pues el bosén W acopla
tanto leptones (7 y v,) como quarks (d y u) y donde el Hamiltoniano efectivo esta dado de

la siguiente manera:

Hepr = G—\/g [Vaadn (1 = s)u] [79#(1 = 5)7] + hec. (4.2)

Recordemos que las corrientes débiles acoplan solo quarks w y d de helicidad izquierda,

o lo que es lo mismo, antiquarks @ y d derechos. La magnitud del elemento de la matriz de
Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) es |V,q| = 0.97425 + 0.00022 [4], Gr = 1.1663787(6)
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x 107°GeV 2 es la constante de acoplamiento de Fermi [4]. En el caso del Hamiltoniano

(4.2) definimos la corriente débil lepténica y la corriente hadronica como sigue:
lu = <V7— |vayN<1 - 75)T| T_> = H(q: Su)ryp»(]- - 75>U(P7 ST)? (43)

b = (n~7° }c_h“(l - 75)u| 0). (4.4)

Asi calculando la amplitud invariante como el elemento de matriz del Hamiltoniano

efectivo entre el estado inicial 7~ y el estado final v, 7~ 7", es decir:

M~ = v 7)) = (v 7 [Hepp| 77)
GrV pi
f/iw (ve [79u(1 = 35)7]77) (7 [dy" (1 = 5)u[ 0)

Enfocandonos ahora en la corriente hadrénica dy*(1 — vs)u y del diagrama de la figura
, vemos que para calcular el elemento de matriz de la corriente cargada izquierda dy*(1—
vs)u entre el vacio y el estado hadrénico final, i. e., <7r_7r0 !37"(1 — 75)u’ O>, en principio
debemos considerar todas las contribuciones posibles de todas las interacciones que puedan
darse en esta parte del diagrama; sin embargo, no es posible calcularlas todas, por lo que
en vez de esto “parametrizamos” el elemento de matriz usando las simetrias del Modelo
Estandar. La parte axial de la corriente hadrénica (v5) no contribuye dado que este término

no conserva paridad-G, es decir:
<7r_7r0 |37“75u| ()> =0.

Bajo el argumento de covarianza de Lorentz, la forma més general de parametrizar la

corriente hadroénica es la siguiente:
<7T—7TO |E%LU’ O> = f+(O)(P- = Po)u + f-()(P- + Py (4.5)

Con f, y f_ los factores de forma y t (variable de Mandelstam) el cuadrado del momento
transferido ¢ = (P_+ Py)?. Los factores de forma resumen todos los efectos de las interaccio-
nes fuertes en el vértice hadronico y en principio pueden ser calculados usando la QCD, sin

embargo en la practica no es posible esto porque involucra principalmente las interacciones
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fuertes a momentos bajos e intermedios y, como ya vimos, en esa region la interaccion fuerte

es no perturbativa.

4.2. Probabilidad de decaimiento no polarizada.

. . . . . . 2
La cantidad que necesitamos para determinar las secciones eficaces y vida media es | M|,
y luego sumando sobre todas las configuraciones finales de espin y promediando sobre el

espin de la particula inicial obtenemos |./\/l\2, que nos da la probabilidad de decaimiento no
polarizada. En este caso, usando (4.3)) y (4.4) tenemos:

1 1
|M<7__ N VT7T_7TO)|2 — 5 Z |M(T_ — 1/7_7T_7T0)}2 = QG% |Vud|2 {é Z l“ly*} {huh;} .

St,5v St,Sv

Ahora, fijandonos en la parte leptonica, escrita la corriente leptonica con su correspon-

diente espinor (dependiente del momento y espin correspondiente):

Z = Z [ﬂ(q’ 81/)7/#(1 - '75>U(P7 ST)] [a(% SV)'VV(l - ’75>u<P’ 87’)]*

ST,Sv ST,Sv

=8 [P'q" — " (P q) + ¢"P" — iP\q,e"""] (4.6)

donde se han usando los teoremas sobre trazas. Para la parte hadroénica h, R} se tiene:

hah, = [fe (O] (P- = Po)u(P- = Po), + 2Re[f+ () fZ())(P- = Po)u(P- + Fo),
(O (P + Po)u(P- + Po).. (4.7)

Y por tanto la amplitud de decaimiento no polarizada, después de contraer la parte leptonica

con la parte hadroénica es:
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IM(7~ = v 70)* = 2G% [Vaal* {| £+ () {2[P - (P~ = Py)l[g - (P~ — Py)]
—(P-@U(P- — R) - (P- — R)]}

+ /- OF {2[P - (P-+ P)llg- (P-4 Po)] = (P Q)[(P- + Py) - (P~ + Po)]}
+2Re[f () fZOI{[P - (P~ — Ro)llg - (P- + Po)] + [q - (P- — R)|[P - (P- + )]
—(P-U(P- — Ry) - (P- + Ry)l}}-

4.3. Cinematica.

Consideremos el sistema donde 7~ estéd en reposo P = (m,,0), entonces ¢ = (E,,q),
P_ = (wa,ﬁ_) y Py = (Ewo,ﬁo). Usando las variables de Mandelstam podemos definir

tales variables como sigue:

s = (P-+q)=(P— D),
t = (P-+P)"=(P-q), (4.8)
u = (qg+ P)*=(P—-P.)%

De la conservaciéon de momento P = ¢ + P_ + Py y de la identidad s + ¢t + u = m? +
m?2 + mfr_ + mfro podemos obtener todos los productos punto que se necesitan para calcular
la amplitud de decaimiento no polarizada en términos de las variables de Mandelstam, es

decir:

1 1 1
P~q:§(m2—t), P~P_:§(m7+mif—u), P~P0:§(mz+m72ro—s),

1 1 1
q-P,:g(s—mfr,), q-Pozi(u—mfro), P,~P0:§(t—mfr,—m72ro).

Con estas expresiones, la amplitud de decaimiento no polarizada se reduce a:

M(T= = v 7P =2G% Vil {| £+ @) [20 — 2 (m2 + m2- + m2e — 1)
FIE 2 ) 4 2| 4170 | m 1)
+Re[f(t) [ ()] [m2 (m2 + 2mqo0 — t — 2u) ] }. (4.9)
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De acuerdo a la féormula relativista para el ancho de desintegraciéon de una particula, que

esta dada por:

_ @2m)i - , S P
dl = = | M6 P-Y"P, H @B, (4.10)

i=1
donde P; = (EZ», 15,> son los 4-momentos con B2 — P2 = m?2 y las funciones delta aseguran

la conservacion de energia y momento. Para el caso del decaimiento a tres cuerpos [4]:

1 —_
dll — W|M12dE1dE2 —

1 1 —
WW‘MEdm%Qdmgg”

donde M es la masa de la particula que decae, m?j = (P, + P;)* En la notacion del caso

que nos ocupa:

1 1
(27)% 32m?

G% ’Vud|2
2(4m)3m?

dl (17 = vr 7)) = (M| dudt = L H,y dudt,

donde los tensores L* y H,, estan definidos de la forma:

14 1 *V
v = gszsjm : (4.11)
H,, = h,h’. (4.12)

El dominio de u y t estan dados de la siguiente manera:

Umin S u S Umaz (413)

donde U,in ¥ Umaz estan dadas por las relaciones

- 1
uptt = = [2t(m2 +m2o —t) — (m2 — t)(t + m2- — mgo) £ (m? — OVt mE m? )],

mazx t 0

(Mye 4+ mpo)? <t < m? (4.14)

T
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donde A(z,y, z) = 2®+y*+ 2% — 2y — 22z —2yz. En lo que sigue se usard A = A(t,m2_, m2,),
salvo que se indiquen explicitamente los argumentos.

Integrando en u se tiene:

dT (7~ = 77 G5 [Vaa|” m? AN & o
o) Gy (- L) (i (14 2) g A )

dt 6(4m)3
2 * (mgr* - mzr())
B (OF + 6Re [ ()2 ()] 0 (115)
con AL/2 2 2
t _
g 2 e ) (4.16)
Si se considera que la simetria de isospin es exacta entonces f_(t) = 0 y m, - = myo, la

expresion anterior se reduce a [31]:

dU(t~ = 7 7) G2 |Via|* m2 A3/2 t\? 2t 9
= T 1—-— 14+ — t)|”.
dt 6(4m)3 t3 m2 * m2 @)l

Hasta aqui todos los célculos se han hecho usando la base dada en (4.5)). Una base alternativa

esta dada por:

2 2

(= [d,u] 0) = £ (8) [ (P — Pu), uz+m4+h@A

T(P_ + Py)y,  (4.17)

t
donde A? = m?_ — m2,. Si hacemos fy(t) = fi(t) + 25 f-(t) regresamos a la expresion
. La razon del cambio de base es que en la ecuacion sobrevive un término
de interferencia debido a que la base dada por no es ortogonal, mientras que la
base dada por , a posteriori, si lo es, dado que f. y fy estan relacionados con las
configuraciones J” = 17,0%, respectivamente, del sistema de piones. Por ende no hay
término de interferencia.

Es claro que se puede seguir todo lo hecho anteriormente para la cinematica. Por tanto en

esta base:

M= > v 7 = 2G|Vl {I £+ [20% = 2 (m2 + m2- +m2 —t)u

m?2 A* m?
+7T (mz — Zf) + mermfro] + t—277(m3 — t)
A2 A4 2
- 2 — ¢ = 20) + 110 5 |5 m 1)

+Re[f(t) f5 )] [m2 (m2 + 2m2, — t — 2u) ] }.
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Usando la expresion para la razoén de decaimiento y el dominio de las variables cinematicas
dadas anteriormente, después de integrar en u se obtiene la distribuciéon del cuadrado del

invariante de masa del sistema 7 7°:

dF(T_ — ’/T_’/TOI/) . G%w |Vud]2m§SEW
dt B 6(4m)3

donde se ha introducido Sgy = 1.0201 £ 0.0003 el factor de correcciones radiativas elec-

50 |1+ o] A (1+25) Geut. (419

2
mz T

trodébiles de cortas distancias [27]. El factor Ggp(t) aparece de la integracion de la depen-
dencia en la variable u de las correcciones electromagnéticas. Notese que después de realizar
la integral en u no aparece el término de interferencia entre los factores de forma f, y fo.
La expresion anterior corresponde (sin el factor de correcciones radiativas electrodébiles) a

la expresion (1.4) de la referencia [31].

4.4. Factor de forma débil del pion.

=
o
[=:]

* Data
— G&SFit

(P70 * Praasoy + Pyrrony)

Number of entries /0.05(GeV/c)*

105} .
1041 .
10} 3
N,
102} 1
10
1 | | Il | L
0 0.5 1 15, 2 2.5 3
(Mmﬂ) (GeV/ich?

Figura 4.2: Distribucion del cuadrado del invariante de masa del sistema 7~ 7°. Se muestran
los picos de las resonancias p(770), p'(1450) y p”(1700). Se aprecia interferencia destructiva
entre las resonancias p/(1450) y p”(1700) en t = M2 , =~ 2.5 (%)2 [26].
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Para calcular la integral en ¢ en la expresion (4.18]), para el factor de forma usamos la

parametrizacion de acuerdo al modelo de dominancia vectorial y tiene la forma:

1

=TT pgerty B BW, BWpu(t)] . 4.1
1+ﬁe’¢+7[ W, + pe'?BW,(t) +vBW, (t)} (4.19)

f+ ()

Donde BW,, BW, y BW,» son funciones Breit-Wigner para las resonancia del meson p
y sus excitaciones. Los parametros 3, v y ¢ son reales. Para el caso de BW,(t) usamos la

resonancia p(770):

m2

BW, = 2 4.20
Tom2—t— VAT, (t) (4.20)

con un ancho de decaimiento dado por la expresion (considerando m,- # mo):

2 2 2
_ Yprm \3y2 [ 4172 Mp= Moo
Folt) = 187t (t e ) ©

con O la funcion de Heaviside y la constante de acoplamiento ¢,.. dada por (ver por ejemplo

apéndice E de la referencia [27]):

487 3 12

A(m2_,m2,, mz)?’/2

Jorm = )

Para BW, y BW,» se usara el ancho constante en el denominador, los valores I';y, Iy, ',
las masas m,, m, y m,» se dan en la tabla siguiente. Todos estos datos proporcionados del
ajuste del espectro de Belle [25] para el decaimiento 7 — 27v,.. Asimismo, se dan 3, vy ¢
[25].

La siguiente tabla muestra los valores de los parametros:
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Resultados.

Pardmetro Valor Fuente /referencia
m, 1.77682 £ 0.0016 GeV PDG [4]
M- 0.13957018 £ 0.00000035 GeV PDG [4]
M0 0.1349766 £ 0.0000006 GeV PDG [4]

vida media

del 7 (290.3 £ 0.5) x107 1% s PDG [4]
m, 0.7747 £ 0.0003 GeV ref. [25]
I, 0.14612 £ 0.00067 GeV ref. [25]
My 1.3833 £+ 0.0131 GeV ref. [25]
Iy 0.56536 £ 0.01894 GeV ref. [25]
My 1.8682 £ 0.0339 GeV ref. [25]
Ly 0.39397 £ 0.05107 GeV ref. [25]
o] -0.40 £+ 0.03 ref. [25]
Y -0.17 £ 0.05 ref. [25]
o) 1.13 £ 0.01 ref. [25]

4.5. Resultados.

Usando los datos anteriores, se obtiene la fraccion de decaimiento para este canal (el resul-

tado se ha obtenido no considerando G g(t)),

B(t — 7~ n%;,) = (25.40 4+ 0.22) %, (4.21)

que comparado con el valor que reporta PDG [4], B(r — 7 7%,) = (25.52 + 0.09) %,
representa apenas una diferencia de 0.13 %, es decir, es una muy buena aproximacion, lo
cual es normal de esperar dado que los parametros se obtienen del ajuste a los datos mas
recientes de Belle. Los célculos se realizaron tanto en Mathematica como usando la rutina

VEGAS para fortran [32], arrojando préacticamente el mismo resultado.



Capitulo 5
El decaimiento 7~ — 7~ 7V " v,

Habiendo fijado los parametros para el factor de forma ajustando los datos en el capitulo
anterior, en este capitulo se analizara el decaimiento del lepton 7 — v, 7%*1~ con la
finalidad de obtener la fraccion de decaimiento cuando el par leptonico (711 es e"e™ o
bien p~p*. Este proceso involucra las interacciones fuerte, débil y electromagnética. En ese
limite es una buena aproximacion considerar tinicamente las correcciones independientes de

estructura (inner bremsstrahlung).

Este decaimiento es interesante por tres razones (al menos): resulta que este proceso
se puede confundir en busquedas de procesos que involucran violaciéon de sabor leptonico
en el sector cargado (CLFV), con procesos de violacion de numero leptonico y ademas
sirve para verificar las correcciones radiativas empleadas en la contribucion de polarizacion
hadronica del vacio (HVP) al momento magnético anémalo del muén obtenidas usando

datos de decaimientos hadrénicos del 7.

El decaimiento 7= — v, 7"~ puede ser uno de los ruidos de fondo (background)
que pueden emular la senal en las busquedas de violacién de sabor leptonico (LFV) en
los procesos tales como 7= — ptu~pt o bien 77 — e ete, entre otros de la forma
L= — I7I"""". Actualmente las cotas en cuanto a los valores de las fracciones de decaimiento
que se tienen son: BR(1~ — e ete”) < 2.7 x 1078, BR(1~ — e ptp~) < 2.7 x 1078,
BR(t— = pete”) <18 x 1078y BR(t~ — pu~ptp~) < 2.1 x 1078 [4]. Si se confundiera
un 7 con un g semejaria un proceso con violacion de niamero lepténico, por ejemplo.

Por otra parte, el momento magnético anémalo del muén ha sido medido a alta preci-
sion obteniendo un valor de a$™ = 11659208.0(5.4)(3.3) x 10~'° [4], donde los dos errores
son estadistico y sisteméatico, respectivamente. a, es especialmente importante porque se

espera que sea sensible a nueva fisica a escalas tan elevadas como 100 TeV, inaccesibles en
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busquedas directas en un ejemplo paradigmatico de lo que se conoce como biisquedas en la
frontera de la alta intensidad. El Modelo Estandar dicta que aﬁM = affED + afw + aZ“d,

donde las contribuciones [4]:

a@FP = 116 584 718.09(0.15) x 10711,
Ew 154(1)(2) x 107, (5.1)

S
I

had
M )

en particular los diagramas de polarizacion del vacio hadrénico llevan a una gran contribu-

Sin embargo, existe una contribucién significante de las contribuciones hadroénicas a

cion que no puede ser calculada en teoria de perturbaciones. Estas contribuciones se pueden
estimar de la seccion eficaz medida para el proceso ee™ — hadrones (6923 (42)(3)x107!1)
[4]. Aunque las mediciones son muy precisas, la incertidumbre es comparable con la in-
certidumbre experimental de a, (6.4 x1071?). La determinacion de a, es confusa, ya que
también se puede obtener de decaimientos hadrénicos del lepton 7 (7015(42)(19)(3)x 1071,
el primer error es experimental, el segundo estima la incertidumbre de las correciiones de
rompimiento de simetria de isospin y el tercero es debido a QCD perturbativa) [4], dejando
de esta manera un valor con menos incertidumbre que el proceso ete™ — hadrones. Esta
confusiéon no se entiende actualmente. Asi, en la prediccion de a, basada en decaimientos
del 7 a dos piones deben considerarse todas las posibles contribuciones. El modo que se
analiza en este capitulo sirve para probar las contribuciones dependientes de modelo que se

observan en el calculo de correcciones radiativas a 7= — 7~ 7'v,.
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5.1. La amplitud de decaimiento.

Figura 5.1: Diagramas que contribuyen al decaimiento 7= — v,7~7’l*l~. La parte a)
corresponde al Inner Bremmstrahlung del leptéon 7—. El diagrama b) corresponde al In-
ner Bremmstrahlung del 7~. El diagrama ¢) contiene una parte que contribuye al inner

Bremmstrahlung y a la parte vectorial.

La convencién de momentos es la siguiente:

T(P) = 7 (p=) + 7 (po) + 1" (pi+) + 1" (p1-) + v2(a), (5.2)
donde [T, I" =et,e” o u™, u.

De forma general, el elemento de matriz para este decaimiento esta dado por:

T = eGFVud% {FVE(Q)/YVU —5) (M- + P— %)'7#“(P)+ (5.3)
(Viw = Aw)u(g)y" (1 = v)u(P)},

con [* la corriente leptonica, k = p;- + p;+ es el momento del fotéon virtual que participa

en el proceso. El primer término describe el Bremmstrahlung del lepton 77 inicial. En esta

(P——po)v f+(t)

oSy t = (p— + po)?. El factor de forma f. (t) gobierna el decaimiento

parte F, =
no radiativo visto en el capitulo anterior. La segunda parte de este elemento de matriz
describe las componentes vectorial (V,,,) y axial-vector (A,,) del proceso W~ (P — q) —
7 (p_)7°(po)v(k) (diagramas b) y c) de la figura [5.1). El tensor hadrénico V,,, contiene
una parte que corresponde al Bremmstrahlung del 7~ en el estado final. Se puede probar

que cada uno de los tensores V,, y A,, contienen cuatro términos [33]. Se espera que la
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contribucién a la fraccién de decaimiento de la parte dependiente de modelo (V,, y A,,) para
el caso en el que [ = e sea minima, pero para el caso [ = p la contribucién sea dominante
[34]. Esto se abordara como parte del trabajo futuro, pues en este trabajo de tesis solo se
considera el Inner Bremmstrahlung total que es la suma del primer término de (5.3)) mas
la parte de V,,,, que corresponde al inner bremmstrahlung del 77, la cual estd dada por la

siguiente expresion [35]:

2p_
L = P _ 2 M
Vo = P =Pl

fHl(P = @)’ = f+()
’ ( 2(po +p-) - k+ k2 ) (P +Po)u(Po = p-)u- (5.4)

(p— +k—=po)y — [+[(P — @)*] g +

Para definir completamente la amplitud general ((5.3) tenemos que el factor de forma
del pion f(t) es el usado en el capitulo anterior. Luego, la amplitud de decaimiento para

el Inner Bremmstrahlung total estd dada por la expresion [35]:

Mg = Sy d P=—Pv ()3, (@) (1 — ~5) (P — F+ M P
= OVl Y a5 g S+ 00 (@) (L= %) (P =+ Mr)yur(P)
1) o~ £t (5.5)

2 (2<f+<t/> ~£+0) ) (p— =+ Po) u(Po —p—)y] L”} : (5.6)

po+p,)-k+k2

donde k = p;+ + p;- es el momento de foton virtual, ¢ = (P — ¢)? y I* y L” estan dadas

por:
" = (p- )y"v(pi+), (5.7)

LY =, ()" (1 = 95)us (P). (5.8)
Separando la parte del Inner Bremmstralung del 7y del 7=, M;p = Mg, + Mg, se tiene

GVt { DD (0 = a0 (= (P = ot M (P)]

(5.9)

MIBT =
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2
= — = _ _
Mg GFV wal {f+(t) [ po+p ) kI (p— +po)u(po —p-)u| +
, 2

2
2(po +p-)  k+k?

@—+mhmrmJ4}Lf

(5.12)

Luego el médulo de la amplitud al cuadrado y sumada sobre polarizaciones es:

Mig|* = Mg, + [Mig|” + 2Re[M;p, Mg, . (5.13)

Calculando cada modulo de la amplitud al cuadrado y sumando sobre polarizaciones se

tiene:
Mg, P = —G2 Vaal? Z ey
{% [(p— = p0)uti (@) (1 = 75) (P — K + Mo )y,ur(P)] } (5.14)
{% [(Po = p-)t (@) (1 = ) (P — & + M:)vau- (P)] } ,
Mi = G Vil Tr [ e~ m)y (o + )
%(w —p-)ulpo —p-)s -
Tr [y (1 =) (P = k+ M)y (P+ M) [va(P = K+ M) (1 +35)7"] ]
con m = m;- = my+. Para la parte del 7~ queda

(Mipal* = —G2 Vdl® 5 Z e N VL

Sp4,8,— Su,ST

{f+()Bu + f+(t)Co} { f1 () Bap + f1(t')Cap} (5.15)
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donde A,,, B, estin dados de la siguiente manera:

2

Bu = =g py @ - TPl = p-)e, (5.16)

C,LLI/ = mpug) +k— pO)l/ - g,uu+
2
St p) kPt rolulpo =)y (5.17)
‘MIBﬂF = 2k4G2 ‘Vud‘ Tr [y (pr+ —m)y*(pi- +m)] -
Tr (v (1 =) (P + M)y (1 - 7551)} :
{l£+®)F BuwBag + [+ () 1 (") CruCapt (5.18)

Fr@) f+(t)CouBag + | f+ ()] c,wcaﬁ.} .

Y la parte de interferencia

S1+,8;— Su,ST

2Re[ M- Mip,] = 2R€{ GVl Z Zk'2 2P ko

{t" [(p- = po)un(@)y" (1 = 75) (P — k + Mr)yur(P)] } -
{ £+ BagL? + f4(£)1*Cas L7}

(5.20)

4
OReM M ] = — G2 [Vial? 2Re {- (5.21)

2k4

{% Py (e = po)un(@)” (1= 75) (P =k + Me)yun(P)] L7 Bl g+

S+ 58— Su,St

k2 — 2f} tlk >y (- = po)un(@)y (1 = 75) (P = ¥ + M)y, (P)] Lﬁ*C;B} } ,

S1+ 85— Su,St
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64

Q_I&G% V> 2Re {Tr [v* (pi+ — m)y*(pi- +m)] -
(p— = po)uTr [[v*(1 = 75) (P =k + M)v.] (P + M )v* (1 —5)g] -

{ £ OF +ﬁ(t)f;@'@ﬁ}}_

2Re[Mip Mip,] =

2—2oP .k T2 _9p .k

Las expresiones explicitas de cada una de las contribuciones a ([5.13)) se muestran en el
apéndice . En estas amplitudes se ha obtenido que |MIB7r|2 y 2Re| Mg, M3 Bﬂ|2 contienen

términos que van como contracciones de tensores de Levi-Civita con cuatro momentos.

Especificamente, éstos son:

E,uupcrqﬂplipgpffa euupaquplipgpﬁm Elu,upgq‘upliplp—pﬁa
i L €pvpo P POP]- P (5.22)

los cuales se han podido expresar en término de invariantes de Lorentz como se muestra
en el apéndice B y C. No todas estas contracciones son independientes, ya que podemos
expresar una en términos de las demas mediante la identidad de Schouten (Ver apéndice

Q).

5.2. Cinemaética.

La cinemética de este decaimiento a cinco cuerpos se ha obtenido de acuerdo a la
referencia [5], con la cual es posible poner todos los productos escalares p; - p;, con i #
j en términos de solo ocho variables independientes llamadas variables de Mandelstam

generalizadas o variables de Kumar, que se muestran a continuacion

S1 = (P_Q>27
ss = (P—q—p_)%, (5.23)
s3 = (P—q—p_—m)?,

uy = (P—]L)Q;
uy = (P —po)?, (5.24)
ug = (P—pzf){
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t2 = (P_pf_pO)Qa
ts = (P—p_—po—p-)> (5.25)

y las variables auxiliares sg = M?, 54 = le+7 Uy = S1 Y t1 = uq.
También siguiendo esta referencia es posible poner el espacio fase en términos de estas

ocho variables. Todo esto se muestra en el apéndice [D}

5.3. Resultados.

Usando nuevamente los datos proporcionados por PDG para las masas usados en el
capitulo anterior (considerando ademas m. = 0.510998928 + 0.000000011 MeV y m, =
105.6583715 £ 0.0000035 MeV) y considerando en este caso el limite m, - = m o = m,, ya
que como el proceso es radiativo, aun en este limite es un proceso a NLO (Next to Leading
Order) en SU(2). Considerar m - — myo # 0 serda un proceso a NNLO (Next to Next to
Leading Order). m, esta dada por:

22 2 q1/2
m. — {u] (5.26)

3

se han obtenido los siguientes resultados para las fracciones de decaimiento, donde se mues-

tran las diferentes contribuciones a la fracciéon de decaimiento:

Contribucion T~ — vym mleter T = v ot
M| (5.960 + 1.39) x 100 | (4.947 £ 0.021)x 107
Mgl (3.416 = 0.211) x 1075 | (7.243 + 0.139) x 10~7

2Re| Mg, M5 | | (4.075 + 0.723) x 107% | (8.756 =+ 0.220) x 1077
Total (8.087+ 0.260) x 10~ | (2.094 + 0.004) x 10~

El error corresponde al error de la integracion. Las expresiones analiticas de las ampli-
tudes se han obtenido usando Mathematica, mientras que la integral en el espacio fase de
las variables de Mandelstam generalizadas se ha obtenido usando la rutina VEGAS para el

lenguaje Fortran [32].



Capitulo 6
Conclusiones.

En esta tesis nos hemos planteado calcular la fracciéon de decaimiento de los canales 77 —

0

7 7%, vy 77 — 7 7%t~ v,. Se ha realizado el célculo de la fraccion de decaimiento para

Y2, modelando el factor de forma que entra en en el vértice hadrénico mediante

TT S aw
tres resonancias vectoriales, a saber, p(770), p(1450) y p(1700). El factor de forma débil del
pion se parametrizo en términos de funciones Breit-Wigner (ver (4.20])), que corresponden a
las tres resonancias. La cinemaética se ha obtenido siguiendo la referencia [5]. Tal célculo se
ha realizado usando datos del ajuste para el espectro de masa invariante del sistema 7~ 7°
obtenidos en el experimento de Belle [26]. Ademés de este modo, se ha calculado la fraccion
de decaimiento para el modo 7= — 77T~ v,, | = e, 4 usando solo las contribuciones al
Inner Bremmstrahlung total y el factor de forma antes mencionado. En el modulo de la
amplitud al cuadrado sumada sobre polarizaciones, han surgido contracciones entre tensores
de Levi-Civita y cuatro momentos de la forma €***7py,pa,ps,pss (escalares) que se han

expresado en términos de las componentes de tales momentos (apéndice A y B).

Para el primer modo mencionado, se ha demostrado que las tres resonancias usadas

describen correctamente la masa invariante del sistema de piones 7~ 7°. Con esto, se fijaron

0y,) =

(25.40+0.22) %, esta de acuerdo con el valor reportado en Particle Data Group [4]. En este

los parametros que utilizamos en este decaimiento. El resultado obtenido, B(7 — 7~

trabajo se han usado nuevos ingredientes (resonancias) en el factor de forma del pion que
juega un papel muy importante en la contribuciéon de la polarizaciéon hadrénica del vacio al

momento magnético anémalo del muoén.
Para el segundo modo de decaimiento, los resultados a las fracciones de decaimiento

también son del orden de magnitud que se espera B(t — 7 7w’eter,) =(8.087+ 0.260)
x 1075, B(t — 7 n%uTpv,) = (2.094 + 0.004) x 1075, Estos resultados son interesantes
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ya que tales fracciones de decaimiento no son tan despreciables como puede verse, pues
constituirian un ruido de fondo importante en la bisqueda de violaciéon de sabor leptonico
en el caso de que algunos piones se confundan con muones, dando lugar por ejemplo a
procesos de la forma 7 — 3l como son: 77 = p putpT, T > pTete 7T e utuT, T —
e~ete™, que tienen actualmente cotas experimentales del orden de 10~8. También pueden
darse desintegraciones de la forma 7 — [hh (I denota lepton y h hadrén) por ejemplo:
TT e, T s pu i, 7T et T, 77 — puTrT 7w cuyos limites experimentales
también son del orden de 1072 (el valor de las cotas se puede consultar en el capitulo 3 o
en la ref. [24]). Claramente, el proceso que se analiza en este trabajo puede actuar como
ruido de fondo en los tltimos procesos mencionados y habré que restar esas contribuciones

en tales busquedas para un resultado completo.

Ademas el canal 7 — 7 7*["v, es importante pues prueba las contribuciones de-
pendientes de modelo que se observan en el calculo de correcciones radiativas al proceso
7~ — 77wy, [35].

Como perspectivas de este trabajo, se pretende incluir el estudio del espectro de masa
invariante del par leptonico, ademés de incluir las contribuciones dependientes de modelo

(Vectorial y Vector-Axial) en la amplitud de decaimiento para el proceso 7= — 7~ 7% v,
I35].



Apéndice A

Expresiones de las contribuciones a la

amplitud de decaimiento.

Para el decaimiento

7 (P) = v ()7 (pr )7 (pro)l (- )1F (prv) (A1)

usemos las convenciones (por simplicidad):

P— P, q—pi, DPa- —> P2, DPa0—> D3, Di- —>Da, Pi+ —> D5 (A.2)

Al promediar sobre espines y sumando sobre polarizaciones de las partes del modulo al

cuadrado de la amplitud se tiene:

|M[B‘2 = ’MIBT|2+ ’M[Bﬂ|2+2R6 [M]BTM?BT(]' (A3)

Usando las convenciones:
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P = piy+ps+ps+ps+ps,
k = p4+p57
R = P3 — P2,
S = p2+p37
1
0 = ——
¢ 2 —2P -k’
1 2
cl = ,
k2 4+ 2(pa + ps) - k
5 2
2 = —.
]{I2—|—2p2 -k

y usando el hecho de que m4 = ms5 = m entonces:

Calculando cada término de (A.3)) se obtiene:

|M]B7'|2 =

¢'GE Vaal” 64| £ (D)

4k* (k2 =2k - P)?

2p1 - R(ps- RP - ps + ps - RP - py + P+ Rm®)| — 2k - Pk - pyR*m®+

4k -
4k -

2k
2k
4k
2k
8k

Pk - Rp, - Rm?® — 2k - Ppy - p4P - psR? — 2k - Ppy - ps P - psR*+

|:k2 |:R2(p1 ,p4P.p5+p1 p5pp4+Pp1m2)_

Ppl-Rp4-RP-p5—|—4k:-Pp1-Rp5-RP-p4—2k-p1k-p4P-p5R2—l—

-psP - ps [R*(P-pyr —k-p1) +2k-Rp1 - R—2p, - RP - R] +
I MPR*m? — 2k - pip4 - psRPM? + 4k - py P - paP - ps R*—

o1 RPMPm® + 4k - psk - Rpy - RP - ps — 4k - pap1 - RP - psP - R+
- p4P - p P - psR* — 4k - RM?*p, - Rm® 4 4k - Rpy - Rpy - psM*—
- Rpy - RP - pyP - p5 + 8k - Rpy - RM*m? + M?p; - ps P - ps R*+

M?py - psP - psR* — 2M®py - Rpy - RP - ps — 2M°py - Rps - RP - py+
2M?py - RP - Rm? — M?P - pyR*m® — py - p4P - ps R*M*—

p1-psP - psR*M? — 4py - Rpy - psP - RM? + 2py - Rpy - RP - ps M+
2p1 - Rps - RP - psM? + 8py - RP - p4P - psP - R — 6py - RP - RM*m*+
2py - psP - prR*M? — 4P - pi P - pyP - psR* + 3P - pi R*M*m?]

(A.11)
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‘MIBTI"2 ==

€4G% |Vud‘2 9 9
1) {[=32c1?] | f+ ()" [2p1 - p2(P - p2 — P - p3) — 2p1 - psP - pat

2py - psP - ps +2py - psP - py — P -pym3 — P - pym3) [2ps - pspa - ps+
(p2 + p3)®m® — 2ps - pa(pa - ps + D3 - P5) — 2p2 - Psp3 - Pa — 2ps - paps - Ps+
Pa - PsM3 + Pa - ps3]
Re[f(t) f+(t))(=64c1) [=P - pi(ps - ps +m*)R- S — 2c1p; - Rpy - ps P - RS>+
4elpy - Rpy - Sps - SP - R —2clp, - RP - RS*m?* + clpy - psP - py R*S?—
2clpy - Sps - SP - p1R* + c1P - pyR*S*m® + ¢2(—ps - paps - S — pa - pspa - S+
p2- S(pa-ps+m?)) [=p1 - paP - R—p1-psP-R—py - RP - py—
p1-RP-ps+2p1 - RP-R+py-RP-p +ps-RP-py — P-p R*] —
p1-paps - SP-R—p1-psps- SP-R+p1- Rpy-psP-S—pi-Rpy- SP - ps—
p1-Rps-SP-py+pi- RP-Sm®+py - Spy-psP - R+ py - SP- Rm*+
pa- Rps - SP-pi +ps-Sps- RP - pi| +
Im[f4 () f4(t')]64cL [2€"77 py,upay p3ppas (—2(pa - paps - S + P2 - Pspa - S—
p2 - Sm®) + 2py - Spa - ps +pa- ps 4+ ps - S +m?)+
26" D1 D2 P3pP5e (—C2p2 - Paps - S — 2pa - pspaS + €2py - Spy - ps+
2ps - SM® +ps-ps+pi-S+m*)+ (pi-S—ps- S)
[P PrupavPapPse — €77 P1uD3uPapPso]] —
32| f1 ()] [2¢1P - py(pa - ps + m*)(R - S) + 2c1%py - Rpy - ps P - RS*—
4¢1%py - Rpy - Sps - SP - R+ 2¢1%p; - RP - RS*m? — ¢1%py - ps P - p1 R2S%+
2c1%py - Sps - SP - p1 R? — c1?P - py R*S*m? 4 22 [k - P(—clpy - Rpa - paps - S—
clpy - Rps - pspa - S+ clpy - Rpy - Spa - ps + clpy - Rpy - Smymis—
D1 Papa- Ps — D1 P2’ + pi - papa - Ps + D1 - PsP2 - Pa)—
clk - pips - paps - SP - R — clk - pipa - psps - SP - R+ clk - pipy - Sps - ps P - R+
clk - pips - SP - Rm® 4 clk - Rpy - paps - SP - p1 + clk - Rpy - psps - SP - p1—
clk - Rps - Spy - psPp1 — clk - Rpy - SP - pym® + 2¢1py - Rpy - paps - SP - R+
2c1py - Rpy - psps - SP - R — 2clpy - Rpa - Spy - psP - R — 2clpy - Rpy - SP - Rm*—
clps - paps - SP - p1R? = clpy - pspy - SP - p1R* + clps - Spy - psP - pr P+
clpy - SP-piR*m® + k- pips - paP - ps + k- pipz - psP - pa—

(A.12)
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2Re  [Mip- Mjg,]

k-pips-psP-p2—k-piP-pom® + k- pops - psP - pr+
k-poP-pim® —k - paps - psP - pr — k- pspa - paP - p1+
p1-popa - psP - R+ p1-poP - Rm® — p1 - papa - psP - R—
p1-psp2 - paP - R—p1- Rpy - paP - ps — p1 - Rps - ps P - pat

+ p1-Rps-psP-ps+pi- RP-pym®+py-paps - RP - p1 +

p2-pspa- RP -p1 — pa2- Rpy - psP -y —PQ'RP'plmﬂ +

2¢lpy - paps - SP - R+ 2clpy - psps - SP - R — 2¢lpy - Rpy - ps P - S+

2clpy - Rpy - SP - ps + 2¢lpy - Rps - SP - py — 2¢lp; - RP - Sm*—

2clpy - Spy - psP - R —2clp; - SP - Rm* — 2clpy - Rps - SP - p1—

2clpy - Sps - RP - py — ¢2? [2292 - pap2 - ps — mi(pa - ps + mz)]
[K*(=P-p1)+2k-P(k-p1—pi-R) — 2k -pP- R+

2k - RP -py+2py - RP-R— P -p1R?*| — 2p; - psP - ps—

2py - psP - py — 2P - pym?] } | (A.13)
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= G Vaal* {32001 | £.(¢)* [<2k - Ppy - Rpy - ps R - S—
2k - Ppy - Rm*R-S — k- Ppy - paps - SR> — k- Ppy - psps - SR® +
2k - Pp1 - Rpy - Rps - S + 2k - Ppy - Rpy - Sps - R+ k- Ppy - Spy - ps R* +
k-Pp-SR*m?® —k-pipy-psP- SR>+ k-pipy- SP - psR* +
k-pips-SP-psR* —k-pP- SR*m* — 2k - pypy - Rps - SP - R+
k-paps - SP - p1R?> — 2k - pspy - Rpa - SP- R+ k - psps - SP - p1 R? +
2k - Rp1- Rpy -psP - S —2k - Rpy - Rpy - SP - ps — 2k - Rpy - Rps - SP - py +
2k - Rpy - RP - Sm* + 2k - Spy - Rpy - psP - R+ 2k - Spy - RP - Rm?® —
k-Sps-psP-piR>—k-SP-pR*m* —4p, - Rpy - psP - RP - S +
Apy - Rpy - SP - psP - R+4py - Rps - SP-psP- R —4p; - RP - RP - Sm” +
2ps - psP -p1P-SR* —2py - SP-p1 P - psR? — 2ps - SP - p1 P - pyR* +
2P - pi P - SR*m?] +

(A.14)
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32Re(f4(t) f1(t')]cO [—clk - Ppy - Spy - psR? + clk - Ppy - psps - SR*+

clk - Ppy - paps - SR® 4 clk - Spy - psP - p1 R* — clk - psps - SP - p1 R —

clk - pyps - SP - p R? — clk - pips - SP - pyR* + 2clps - SP - pi P - pyR* —

clk - pipa- SP-psR? 4 2clpy - SP - p P - ps R? + clk - p1ps - ps P - SR* —
2c1ps - psP - p1 P - SR* — clk - Ppy - Sm*R? + clk - SP - pyom*R? +

clk - p P - Sm?R* — 2¢1P - pi P - Sm*>R?* — 2py - Rpy - ps2°® —

2c¢lk - Ppy - Rpy- Sps - R —2clk - Ppy - Rpy - Rps - S — 2k - Rpy - p5P - py —
2k - psp1 - RP - py + 2k - p1ps - RP - py + 2clk - Rpy - Rps - SP - py —

2ps - RP -p1P-py— 2k - Rpy - paP - ps — 2k - pap1 - RP - p5 +

2k - p1ps - RP - ps + 2clk - Rpy - Rpy - SP - ps — 2py - RP -p1 P - ps +

Apy - RP - pyP - ps — 2clk - Spy - Rpy - psP - R+ 2clk - psp1 - Rpy - SP - R+
2¢lk - pap1- Rps - SP - R+ 2py - psP - pyP - R — 4clpy - Rps - SP - pyP - R+
2p1 - paP - psP - R —4clpy - Rpy - SP - psP - R — 2clk - Rpy - Rpy - psP - S +
4elpy - Rpy -psP - RP - S — 2py - RM*m? — 2k - Pp, - Rm?* —

2k - RP - pym? + 2k - p1 P - Rm? — 2clk - Spy - RP - Rm?* —

2clk - Rpy - RP - Sm® + 4clpy, - RP - RP - Sm?* +

2 [=p2 - Rps - psP - pik°+

P2 - pspa - RP 'p1k2 + P2 paps - RP - ple —p1- Rpsa-psP 'p2/€2 +

1+ Rpa - psP - pak® 4+ p1 - Rpy - paP - psk® — py - pspa - paP - RE? —

D1 Pap2 - psP - RE® 4 py - popa - psP - RE® — py - RP - pym?k* —

p1- RP - pom®k? +py - poP - Rm?k® + k- papy - ps P - p1 R* —

k- pops - psP - p1R* — k- pips - psP - paR? + 2ps - ps P - p1 P - po R +

k-pipa - psP - paR? —2ps - psP - p1P - pyR? + k- pipa - paP - ps R —

2py - paP - p1P - psR* — 2k - pak - Rpy - psP - py + 2k - pok - Rpy - psP - p1 +
2k - Rpy - Rpy - psP - po — 2k - Rpy - psP - p1P - po — 2k - Rpy - Rps - ps P - py +
2k - Rpz - psP - p1P - py — 2k - Rpy - Rpa - paP - p5 + 2k - Rpg - puP - p1 P - ps +
2k - ik - papa - psP - R — 2k - papy - Rpa - ps P - R — 2k - p1k - popy - ps P - R+
2k - pap1 - Rpy - psP - R+ 2k - pipy - ps P - paP - R — 4py - Rpy - ps P - poP - R—
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2k -pip2 - psP - paP - R+4py - Rps - psP - psP - R — 2k - pips - paP - psP - R+

dpy - Rps - paP - psP - R+ k - psps - pa [P-leQ—Qk-RP-p1+

2k -pP-R—2p, - RP-R] —k-poP-piR*m? — k- pi P - pyR*m? +

2P - p1 P - poR?*m?* + 2k - pok - RP - pym® + 2k - Rpy - RP - pam® —
Qk;-RP-plP-png—Qk;-plk-ng-Rm2+2k-p2p1-RP-Rm2—|—

2k - p1P - poP - Rm® —4py - RP - poP - Rm* + k- P [—p1 - psps - paR*—

P1 - pap2 - DsR2 4 p1 - papa - psR® 4 p1 - pam®R* — 2py - Rps - Rpy - ps +

2p1 - Rpa - pspa - R+ 2py - Rpy - paps - R+ 2p1 - Rpy - psP - p2 — 2p1 - Rpa - ps P - pa —
2p1 - Rps - paP - ps — 2p1 - Rpa - Rm® + 2py - RP - pym® + 2k - R(py - psps - pa +

p1 - pap2 - D5 — p1 - P2(pa - ps +m?)) + 2k - pr(—p2 - pspa - R —

P2 paps - R+pa- R(pa-ps +m?))]] +2-clk- Ppy - R(ps-ps +m*)R - S] +
32Im|f1 () f1(t)]c0 [— [4c1(pr - pa — p1 - p3)(pa - ps +m*)—

A(P - ps +m?) + 2 [msm — 2pa - psm + pa - psm; + mimy + mimsmy+

m3msmy — 2ps - p3msmy + 4ps - pamsmy + 4ps - pssmy + 2py - psmsmg —

AP - pymsmy — 2P - pymsmy — 2P - psmsmy + 2ps - P2 + pa - Pstis + pa - P53 —

Aps - pymE + 2pa - PsmE + pa - PsME — 2po - P3pa - Ps + 4pa - pspa - ps — 4pa - psP - po +
Apy - psP - ps — 2ps - psP - pa+ 4py - paP - ps — 2pa - psP - ps — 2p1 - pa(pa - ps + m?) +
2p1 - p3(pa - ps + m?)]] € prupaupsppac — [4cL(py - pa — p1 - p3)(pa - ps + m*) —

4(P - py+ m2) +c2 [mg)mi + 2po -p4mi —4po 'psmi + Pa -p5mi + m§m4+

m§m5m4 + m§m5m4 — 2po - psmsmy + 4pa - pamsmy + 4ps - psmsmy + 2ps - psmsmy —
AP - pymsmy — 2P - pymsmy — 2P - psmsmy + 2py - P2 + pa - psms + pa - psms —

2pa - pamE + pa - psmE — 2po - p3pa - s + Apo - papa - ps — Aps - psP - pa +

Aps - psP - ps — 2ps - psP - pa+ 4Aps - paP - ps — 2ps - psP - ps — 2p1 - pa(pa - ps + m?) +
2p1 - p3(pa - ps +m?)]] €7 prupaupsppse +

[c1pz - (ps — pa) (M3 + m3) + ¢2p2 - (pa — p5)(m3 + m3 — mi — m3)+

clps - (ps — pa)(m3 +m3) + 2(cl-c2)py - (R)ps - pa + 2(c1-c2)ps - psp2 - pa

+2(cl-c2)py - papa - ps + 2(c2-c1)(p1 + p2) - P3p2 - Ps + 2¢lpy - Rps - py

+2¢1py - paps - (P4 — ps) + 2¢lpy - (P2 — p3)ps - ps + 2¢2p2 - (P5 — Pa)pa - Ps

+2¢2p2 - (pa — ps) P - k| €77 p1povpappse +

[c1ps - (ps — pa)(m3 +m3) + (c2-c1)ps - (ps — p5)(m3 + m3)+
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c2ps - (P — ps)(m3 +m3) + 2(c2-cl)p1 - Rp - (pa — ps) +
2(c1-c2)ps - psp2 - (P4 — p5) + 2c1ps - p3ps - (P2 — ps) +
2clp; - Rps - (ps — pa) + 2¢2ps - (P4 — ps)pa - ps +

2¢2ps - (ps — pa) P - k] €"P7 p1upsupappse +

[4c2py - Rps - (pa — ps) + 4clpy - RS - (ps — pa)] €7 poubsupappse) } -

(A.15)



Apéndice B

Expresiones de los momentos en
términos de productos escalares p; - p;

para un decaimiento a cinco cuerpos.

Para un decaimiento a cinco cuerpos

P =pi + ps + ps + ps + ps, (B.1)

podemos determinar las componentes de cada cuadrivector en términos de invariantes de
Lorentz (p; - p;), donde 14, j representan a cada momento de este decaimiento P, pi, po,
P3, P4V ps. Esto sera tutil para calcular las contracciones del simbolo de Levi-Civita con
momentos en , tal y como se muestra en el apéndice B. Asi, situandonos en el sistema
de reposo de la particula que decae (P) y suponiendo (sin pérdida de generalidad) que
el vector de posicion de la particula con momento p; coincide con el eje z y el vector de
posicion de la particula con momento py esté en el plano x-z entonces las componentes de

cada cuadrivector quedan definidas como sigue:
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P = (M,0,0,0),

p1 = (E£1,p1) = (£1,0,0,]p1]),

p2 = (Ea,ps) = (Fa,|p2|siné, 0, |pa| cos ),

ps = (FEs,ps3) = (Es5,as3,bs,c3), (B.2)
by = (E4, _’4) = (E Qy, b4,C4),

ps = (E5 p5) = (Es,as,bs,c5),

donde M es la masa de la particula que decae, 0 es el angulo que forma el vector de posicion
de la particula con momento py y el eje z. Las componentes a;, b;, ¢;, © = 3,4,5 estan
determinadas por la conservacion de energia como veremos. Las energias Fy, k = 1,2,..5

quedan determinadas como sigue:

P
B, = Mp’“,k=1,2,.‘,5. (B.3)
Y por conservacion de momento
4
Es=M-) E (B.4)
k=1

También los modulos de los vectores pi, po v cosf y sin @ quedan determinados

» (P pr)* 2

I

. (P p2)” 2

| = lT; -m3| (B.5)
cosf = ErEsr—pi-pa _ (P p1)(P - p2) — M*(p1 - p2)

N o | |5 - 1/2°
PR [((P i) = At (P pa)? = M)

sinf = [l —cos?6]"/2

Ahora, las componentes c3, ¢4 y ¢5 quedan:
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— E\E3 —p1 - ps
3 = = s
|71
E1Ey — p1 - ps
Cy T, (B6)
o — E\Es—pi-ps  ErEs+mi—P-pi+p-pa+p-ps+p-pa
5 — . —_— = .
|7 |Pi]
Teniendo ya estas componentes, podemos calcular asz, as y as como sigue:
G — EyE3 — pa - p3 — c3|pa| cos 0
’ |72 sin 0 ’
EsEy — po - py — ¢4 |pa| cost
q, — —2ba D2 Hp4. cy | P2 ’ (B.7)
|D2| sin @
- EayEs — pa - ps — ¢5 | pa| cos 0
b |ﬁ2| sin 6
_ Ey(M — Ey — Ey — Es — Ey) — P -py + p1 - p2 + M3 + pa - ps + P2 - pa — |Pa] cos fcs
‘ﬁg‘ sin 6 )
Y finalmente las componentes b3, by y bs quedan en términos de las anteriores:
by = [B}—da}—d—mi'"”,
o= [Bi-d-c-mi'?, (B.S)
2 2 2 271/2
1/2
— [(M=Bi—E—Es—E) —al—&—m2]".

Es decir, ya tenemos cada una de las componentes de los cuadrimomentos P, p1, p2, ps,

P4 ¥ Ps en terminos de invariantes de Lorentz. Explicitamente éstos quedan:

P = [M,0,0,0], (B.9)
1/2
L [@ep)? Y 1 | M2 Pep
iz —mj —— (B.10)
M?2 M P-p, m?
y anadlogamente para
1/2
P-py)? 12 1| M P
gl = (L2 e L Pl (B.11)
M? M?2 P-py m3
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el momento p; queda de la siguiente manera

P. P. 2 1/2
]\4[)1 ) 07 07 <(]w—];1> - m%) ) (B12)

p1=

Calculemos sus entradas de ps, p3, ps. Usando los dos modulos anteriores llegamos a:

E1Ey —p1 - p2 o (P-p1)(P-p2) — (p ‘P2)M2

|pa| cos@ =

|71  M[(Pp)? - M2m3)?
M2 P * P2
P-p1 p1-p2
= — 73 (B.13)
M2 M?  P-p
P - P1 m%
- 1/2
|po|sinf = |]72|2 - (BB — 1 'pQ)Z} /
I |1
_ S 1/2
M?> P-p P-p,
P-p m% P1 - P2
P-py pi-py m3
= |- . 2 (B.14)
M P-p
P-p m?
Calculando primero c3 se tiene:
M2 Ppg
- 1/2 1/2 )
(AP pr)? = M2md)) el P’
P'pl m%
Anélogamente para ¢4 y ¢5 queda:
M? P py
P-p1 p1-pa
Cy = — , 73 (B.16)
M P D1
M2
[ M P-pi m?
1 1
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M?  P-ps
P-pi pi-ps
Cy = — 172 (Bl?)
2
M2 M P-p
P'pl m%
Ahora, para calcular as desarrollemos el numerador:
EaE3 — py-p3— |pa|czcosd
(B.18)
M?>  P-p M? P ps P-py P-p3
—(p2 - p3) 5 + (p1 - p2) — (P p2) )
_ P-p1 mj P-p1 p1-ps my P1-P3
M?  P-ps
P-p1 p1-ps
M? P-p, P-ps
P-m m% P1-P3
P-py p1-pa p2-p3
_ (B.19)
M? P ps
P-p1 p1-ps
Por tanto as queda:
M?> P-pi P-ps
P-pr mi pi-ps
P-py p1-pa pa-p3
as = — 172 (BQO)
M? P P
M2 P.p 51 D2
- o [[P-p1 mi p1-p2
P-pr m 9
P-py p1-ps  mj

Anélogamente para a4 y as tenemos
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M? P-py P-py
P-p mf P1 D4
P-py pi1-p2 p2-pa
e M? P P s
T I S
- 9 P-pr mi pi-ps
P'pl ml 9
P-py p1-po msy
M? P-pi P-ps
P-p m% P1-Ds
P-py pi1-p2 p2-ps
e M? P P i
M2 P.p '1201 " P2
- 9 P-pr mi pi-p2
P'pl ml 9
P-py p1-po msy

Finalmente, calculando b3

o) sin? (B3 — m3 — BEml (5, By py - py — [ 5 cos 0]

3 |p1|?

(B.21)

(B.22)

1/2

(B.23)

||” sin” 0

7

|75|” sin” 0

o2 . o o . 1/2
_ { ’Pz’QSlHQ 0 [(E‘? - m%) ’P1|2 - (E1E3 - N 'pz)ﬂ - ]p1]2 [E2E3 —DP2-P3— ’Pz’ C3 COS 9]2}

desarrollando cada uno de los términos del numerador:

M? P-pr P-po
712 17 sin? 6(E2 — m2) = —— 2
Pl [pa” sin® (B35 — m3) = M P-pr mi pi-pe

P-py p1-po m%

M2
P - p3

P ps

) (B.24)
ms
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|1171|2 [E2Es — pa - p3 — |Pa| ¢ cos 0]2

2 2
( M2 P.p, M?  P.ps
1 M? P-p P-p1 p1-po P-p1 pi-ps
= _W (p_p2>2(p_p3>2 21 +
P-p1 mj M? P.p
P-pi mj
M? P-p M? P.p
+M*(ps - ps)’® , | = 2M2(P - pa)(P - ps)(p2 - ps) .
P-py  mi P-py mi
M?>  P-py|| M*> P -ps
+2[(P - p2)(P - ps) — M*(p2 - ps)] (B.25)
P-pr pi-p2||P-p1 p1-ps3
M? P-p1 P-po
P-p m% P1- P2
M? P - ps

1P| sin? (B Es — py - ps)? = —

1 |Pp2 p1-Dp2 m%
M4 MQ P'pl
P-p m%

Juntando [B.24] B.25] y [B.26] obtenemos el numerador de [B.23}
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Anélogamente se obtienen by y bs:

M P P 2
I ,| M2 Popy UL e pap| (M2 Pop
/6 -M o | (PP mi propo| Tt )
P-ps  mj 9 P-py m; P-pi pi-ps
P-py pr-p2  mj
2
M2 Ppl M2 P P3 M2 Ppg M2 Ppg M2 Ppg
P-pr mi P-py ps-ps P-pr pir-p2||P-p1 p1-p3||P-p2 p2-p3
1 P-py P-py P-p3 M? P-py P-ps
= TR —(P-p3)| m¥ pr-p2 p1-ps|+(pL-p3)|P-p? piop2 p1op3
P1-D2 m% P2 - P3 P -py m% P2 - P3
M? P-p P-ps M?* P-py P-p,
(p2-p3) |P-p1 m?  piops|+m3|P-pi m}  piope
P-py pi-ps p2-Dp3 P-py p1-po m%
M? P-py P-py P-p3
b P-pr m}? pi-ps p1-ps (B.27)
M? P-py p1-po m% D2 - P3
P-ps pi-ps p2-p3 m%
Por tanto b3 queda
. ) 1/2
M P-py P-py P-ps
P-p m% P1:-DP2 P1°P3
P-py pr-ps m3 p2-p3
P-ps pi-ps p2-ps mj
by =4 — ’ (B.28)
M? P-pr P-po
P-p m% P1 D2
P-py p1-po m%
\
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) N 1/2
M= P-pi P-py P-py

P-p m% P1-P2 P1-DP4
P-py p1-po may D2 - P4
P-py pi-ps p2-pa m3
by =4 — . (B.29)

M? P-pr P-py
P-p mf D1 D2

P-py pi-p2 m%

\ 1/2

P-p m% P1-DP2 P1°DPs
P-py p1-po m% P2 - Ps

by =4 — ' (B.30)
M? P-p1 P-po

P-p my  P1-P2

Podemos notar que las componentes de los momentos ps, y ps quedan de la misma
manera que el momento ps, solo que cambiando respectivamente las etiquetas 3 — 4 y 3

— 5 [306]. Asi que se puede generalizar este método para el decaimiento

P—=pi+p+...+ D, (B.31)

quedando los momentos de la siguiente manera:

P =[M,0,0,0],

M?*  P-p

>1/2
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B 1/2
M?* P-p, P-p
P-p m% P1 P2 M? P - py
P-p, P-py piopz mj . P-p1 pi-po
P2 = ’ s Uy T 1/2
M M>Popy | M OPem
P-p mi P-pr m
M? P-py P-ps
P-p m% P1 D3
P ps P-ps pr-p2 p2-p3
p3s = s T )
M 1/2
9 M? P-p P-py
M Ppl 9
- o |[Pp1 mi p1-p2
P-py mi )
| P-py pi-p2 m
) 1/2
M P-p. P-py P-ps
P-p m% P1-P2 P1°P3
P-py pi-po m% D2 - P3 M? P - ps
P-ps pi-ps p2-ps3 m% P-pi pi-ps
- » 1/2
M? P-pi P-p A2 M?  P-p
P.pr mi pi-p P-py  m?
P-py p1-po m%

y de forma general

(B.32)
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Pk

M?* P-pi P-pg
P-p mf D1 Pk
Pk P-py pi-p2 p2-pr
M’ 12
9 M? P-pi P-po
M Ppl 9
- 9 P-pr mi pi-ps
P-py p1-po ms
) 1/2
M= P-p P-py P-pg
P-p m% P1-P2 D1 Pk
P-py pi-p2 m3 pa-pr M?*  P-p
P-py pi-px p2-pr  my P-pi pi-pe
M2 P-p, P-py ’ M P 1/2
_ M2
P-pr m{ pi-p P-p; m?
P-ps pi-p2 m%

(B.33)




Apéndice C

Expresiones de los tensores de

Levi-Civita en términos de imvariantes

de Lorentz.

De forma general, el tensor de Levi-Civita se puede escribir como:

M1 M1 w1
ot 05t .. o
i) )
0 04
H1H2pn o SHLIR2-fn
€ t=0y = : e
Hn o
01 T
donde
+1 sil,2,...,n son enteros distintos y son permutacion par de py, ..., fiy,
oyt = ¢ =1 sil,2,..,n son enteros distintos y son permutacion impar de iy, ..., fin,

0 en cualquier otro caso.

Asi que de forma particular

o 0y 0y oy
wono _ gpupr _ |5 5 5
€ = 01234 = .

6y 65 0% 0f

07 05 95 of
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O bien, contraido con los momentos pi, ps2, p3 v pa, se puede escribir como:

»" opiopi vl

1,2 .3
vpo Py Dy Py Do
PP Dsae = | ] ) (C.1)
P3s P3 P3 P3

P pi pi Pl

donde el subindice nos indica el momento del cual se trata y el superindice nos indica la
componente correspondiente. Asi, usando las expresiones de los momentos en términos de
invariantes de Lorentz p; - p; obtenidas en el apéndice @ y la expresion para el tensor de
Levi-Civita contraido con cuatro momentos llegamos a las expresiones que necesitamos.
Analogamente a se construyen €7 py,pa,p3pPse, €7 D1uP20PapPse s €77 D1uP3vPapP50
y €P7 Do, D3y Da,Pse. Mediante la identidad de Schouten (ver por ejemplo [37]) se puede re-
ducir el nimero de estas contracciones a cuatro. Tal identidad se expresa de la siguiente

manera:

Guv€pors + Gup€orév + Guo€révp + Gur€svpo + Gus€vpor = 0 (02)

Tomemos a €77 py,paps3pPss como dependiente de las cuatro restantes. Usando

podemos obtener:

(p1-ps)ezas = —mieasas + (p1 - P2)ersss — (P1 - P3)erzas + (P1 - Pa)erass
(p2 ']75(61234 = —(pl 'P2)€2345 + m%€1345 - (p2 '173)61245 + (p2 ']94)61235
(3 ps)erzsa = —(p1-ps)easas + (P2 - P3)ersss — Mierzas + (P3 - Pa)erass (C.3)
(pa-ps)eiaza = —(p1 - pa)€asas + (P2 - Pa)€izas — (P3 - Pa)€inas + m461235
m§€1234 = —(p1-ps)easas + (P2 - Ps)€134s — (D3 - Ps)€1245 + (P4 - P5)€1235

donde en las expresiones €1234 denota €77 py,pa,ps3,Pas con andlogas expresiones para

las deméas contracciones.



Apéndice D
Variables de Mandelstam Generalizadas.

El nimero de productos escalares del tipo P; - P;, @ # j que se pueden formar de los
momentos de las particulas en el estado inicial y final en un decaimiento o un proceso de
produccion es [5]:

1
§N(N - 1), (D.1)
donde N es el numero total de particulas que participan en el proceso. De este niimero de
posibilidades (3N — 10) son independientes.

En este apéndice nos enfocamos a un proceso de decaimiento:

P) — Z%‘(Pz‘), (D.2)

con espacio fase dado por:

ﬁ d*p;d(p <P sz) (P;p;), n>3. (D.3)

=1
Las (3N — 10) o (3n — 7) (con n el nimero de particulas en el estado final) variables
generalizadas de Mandelstam independientes que univocamente definen un punto en el

espacio fase pueden ser definidas como sigue:

., 2
:<P—Zpi) , 1<r<n-2, (D.4)
i=1

=(P—p1)?, 1<r<n-—2 (D.5)



72

r+1 2
tT:<P—ZpZ-> ., 2<r<n-2, (D.6)
1=2

de las cuales, so = M2, s,_1 =m?2, ug = 51 y t1 = uy. Asi el espacio fase (D.3)) integral D,

es transformado en la siguiente integral definida de orden (3n — 7):

2 n—2 Srt uyy M2 Uy d
™ U
D, = —M*"3) || V dsr]/ || dul/ r .
4M2 1 Wse u- g U [)\(MZ Sy, S T))\(MQ +1’ur)] 1/2

F(sp,up, t,), (D.7)

- dt,
Hz [/t— N2,y t )] 2 (1= €2)(1 =) (1 = )2

donde:

(Zp,) =5+ (r— 1)M? + ZT: ms — zr: Uj_1, (D.8)
i=1 j=1

r+1 2 r+1
t;,:(Zpi) = 7’—1M2+Zm _ZUJ’ (D.9)
=2

6 — (M2 + 5, —s5,)(M?+t,_ | —t, 1) —2M?(s, +t._, —m?) (D.10)
r ' 1/2 ) )
N2, 5, sOANM2, 1,1, ,)]

= 2MP(sp +m7yy — Sp1) — (M2 +miy —u) (M2 — s, — 5,) (D.11)
P‘(M Sry S r))\(M tr—1,t,_ 1)}1/2

CT = (wr - 57"7]7") [(1 - g?) (1 - 7]3)}_1/27 (Dlz)

M2ty +m2q —t,) — (M? +m2 —u. ) (M?*+t,_ —t,_ 1)
A2, by, 8 A2, m2, )]

(D.13)

Wy =

Los limites de integracion de las variables s,., u, y t, son:
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n 2
ST—: (Z ml) s ST—‘,—:(’/ST—l_mT‘)Q? 1§T§TL—2, (D14)
i=r+1
2 . . ’
Uy = s+ m3+1 _ (sr + Myt 52r+1)(5 + 8, — 8,) (D.15)
Sp
A T 2 ) T A ) T / 1/2
[ (S myi1,8 +1) (S S ST):| , 1 ST S TL—2, (D16)
2s,
9 (M2 + mg-}-l - ur)(M2 +lro1 — t'/r—l)
brr =tr—1+ My — M2
, /2
[)\(MQ,m$+1,uT)A(M2,ZfT,1,tT71)}1 2 2)71/2
YE {_frnri [(1_£r) (1_77r)] }(D17)

Todos los productos escalares del tipo p; - p, (j # k) pueden ser expresados en tér-

minos de (3n — 10) productos escalares independientes. Para N < 5 todos los productos

escalares pueden ser expresados como una combinacion lineal de estas (3N — 10) variables

independientes (z;), de tal forma que:

b Pr = Zaixiy

(D.18)

donde los coeficientes «; son independientes de las variables z;. En tal caso los coeficientes

«; se pueden obtener facilmente usando conservacioén de energia y momento. Sin embargo,

para [N > 6 algunos de los productos escalares p; - p;, seran de tal forma que los coeficientes

«; dependeran de las varibles x;. En este caso tales coeficientes se pueden calcular usando

argumentos de simetria que no dependen de la geometria.

Para el decaimiento a cinco cuerpos:

P — py + pa + p3 + ps + ps,

las variables generalizadas de Mandelstam quedan:

S1 = (P_p1)27
sg = (P—p—p),
S3 = (P —P1— P2 —p3)2,

(D.19)

(D.20)
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Uy = (P_p2)27
uy = (P —p3)?, (D.21)
uz = (P—p4>2,

ts = (P—p2—p3),
ts = (P —py—p3—ps) (D.22)

y las variables auxiliares so = M?, sy = m2, ug = s1 y t; = uy.

Luego todos los posibles productos escalares en términos de estas variables de Mandels-

tam generalizadas quedan:

Popy = SOPmd—s),  Popp= (Mt md—w),

P.py = %(M2—|—m§—uQ), P-p4:%(M2+mZ—U3),

P1-p2 = %(82—81—U1+M2)7 pl'p3:%<53_t2_52+u1)7

P1-ps = %(tg—t3—33+m§), Pz'p?,:%(tQ—u1—U2+M2)~ (D.23)

Los productos escalares ps - ps y p3 - p4 no se pueden expresar como combinacion lineal

de las variables s, t, y u,. Por consideraciones de simetria [5]:

/5(29?1 — m)d (P —p1—ps—ps —pa)* +m3) 8 [(P —ps — ps — pa)? + 3]
0 [(P —p1)® + U3} (pa)pd'ps =
[a(P —p1 —pa —p3)u +0(P — py — p3), +cP] I, (D.24)

donde en la tltima linea se ha usado la invarianza de Lorentz. I esta dada por:

I = /5(]33—7”3)5[(1[’—1?1—pz—pg—p4)2+m§]5[(P—pz—p3—p4)2+t3]

6 [(P = pa)® + us] d*pa. (D.25)
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Asi podemos obtener los productos escalares faltantes, contrayendo (D.24)) con (P —
p1— p2 — p3)*, (P — pa — p3)* y con P*, obteniendo un sistema de tres ecuaciones el cual

podemos resolver para a, b y c.

pa-(P—pi—pa—ps) = a(P—p1—ps—ps)*+b(P—p1—ps—ps)-(P—p2—ps) +
c(P—p1—py—p3)- P (D.26)
pa-(P=p2—p3) = a(P—pi—p2—ps) (P —ps—ps) +0(P—ps—ps)° +
(P —p2— ) P (D.27)
P-py = a(P—p—ps—p3) - P+ (P—py—ps3)-P+cM. (D.28)

Ademés de que

p2-pi=a(ps- P —p1-po—p5—p2-p3) +bp2- P—ps—pa-ps)+cpa- P (D.29)

Resolviendo (D.26)), (D.27) y (D.28) para a, b y ¢ obtenemos los productos escalares

P2-P4 Y P3-Ps Y por consiguiente todos los posibles productos escalares quedan determinados.

Explicitamente el producto escalar p, - ps queda de la siguiente forma:

1
a = 5 [~ADF + AEs — BDE + BFt, + C (D* — M°t,)],
1
b = 5 [-B(AF +OD)+M?AC + B*E + DFs; — M*Ess]
1
A

[A*F — A(BE + CD) + BCty + DEs3 — Fsst]

donde:

= (P—p1—p2—p3)- (P —p2—p3),

= (P—=p1—p2—p3)- P,

= pa-(P—pi—p2—p3),

(P —p2—p3)- P,

= pa- (P —p2—p3),

= P-p,

= M?A® —2ABD +t2 (B* — M’s3) + D’s3,

e I &> B G B v R S
[
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s3 v ty estan dados en (D.20) y (D.22). Se ha comprobado que este resultado se reduce al

célculo hecho en la referencia [38§]
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