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Maxwell-Chern-Simons

SMCS(A) =
∫

M

(
αF ∧ ⋆F + βA ∧ F

)
, (1)

Relevante en

• Invariantes topólogicos (polinomios de Jones)
• Electrodinámica masiva
• Materia condensada, aislantes topólogicos
• Efecto Hall cuántico: la conductividad toma los valores

cuantizados.
• Observables y estados de borde (o frontera), clásicos y cuánticos.
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L : TQ := T
(
C∞

0 (Σ) × Ω1(Σ)
)

−→ R
v = ((At , A), (vt , v)) 7−→ L(v)

L(v) =
∫

Σ

[
− α (v − dAt) ∧ ∗ (v − dAt) + α (∗dA) dA

+ β (v − dAt) ∧ A + βAtdA
]

+
∫

∂Σ
ı∗
∂

(
λ2A ιν ∗ A

)
, (2)

Notar ı∗
∂ (At) = 0.

ı∗
∂

(
{α ∗ d + λ2ιν∗}A

)
= 0 ,

Compatible con A 7→ A + dϵ with ı∗
∂ (ϵ) = 0, adaptado a la foliación.
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Formulación Hamiltoniana-Bulto

Constricciones:

pt = 0 , δ (p − β ∗ A) = 0 ,

con δ = − ∗ d∗.

Campo vectorial Hamiltoniano

XAt = µt , Xpt = 0,

XA = − 1
2α

(p + β ∗ A) + dAt ,

Xp = 2αδdA − β

2α
∗ (p + β ∗ A) − β ∗ dAt ,

donde µt ∈ C∞(Σ) es arbitrario – Simetría de norma

A 7→ A + dϵ , p 7→ p − β ∗ dϵ , (3)

con ϵ ∈ C∞(Σ) tal que ı∗
∂(ϵ) = 0.
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Frontera

Primeras constricciones

λ = 0 λ ̸= 0

ı∗
∂ (At) = 0 ı∗

∂ (At) = 0
ı∗
∂ (µt) = 0 ı∗

∂ (µt) = 0
ı∗
∂ (∗dA) = 0 ı∗

∂

(
{α ∗ d + λ2ιν∗}A

)
= 0

ı∗
∂

(
{α ∗ d + λ2ιν∗} (p + β ∗ A)

)
= 0
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Frontera–Disco r0— λ2 7→ −αr0λ
2

λ = 0 λ ̸= 0

ı∗
∂ (At) = 0 ı∗

∂ (At) = 0
ı∗
∂ (µt) = 0 ı∗

∂ (µt) = 0
ı∗
∂ (∗dA) = 0 ı∗

∂ (∗dA) = −λ2Aθ |∂
ı∗
∂

(
{α ∗ d + λ2ιν∗} (p + β ∗ A)

)
= 0

Condición introducida por Balachandra et. al. 1994 –Después del
formalismo Hamiltoniano.

Si el disco esta rodeado por un superconductor, 1/λ2 puede ser
interpretado como la profundidad de penetración.
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Cadena en la frontera

Para k ∈ N, definimos αk := (∗d)kα, α0 = α, α−k = 0 y
π := p + β ∗ A. Entonces, con Γ = ı∗

∂ ∗ d (λ = 0) y
Γ = ı∗

∂(α ∗ d + λ2ιν∗) (λ ̸= 0):

Γ(π0) = 0 ,

Γ(A2k + 2β ∗ π2k−2) − 4β2Γ(A2k−2) = 0 , k = 1, 2, . . .

Γ(π2k + 2β ∗ A2k) = 0 , k = 1, 2, . . .

Para λ = 0 se pueden escribir

ı∗
∂

(
(∗d)2k+1 (p + β ∗ A)

)
= 0 , (4a)

ı∗
∂

(
(∗d)2k+1 A

)
= 0 . (4b)
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Comentarios

• Este tipo de cadena infinita aparece por ejemplo en el caso del
campo escalar, CQG 36 205014

• El número realmente depende de la regularidad que se pida a las
soluciones—Análisis funcional

• Conocidas en la literatura matemática2

2H. Brezis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential
Equations, Universitext, Springer New York (2010)
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Observables de frontera

Dada Λ ∈ C∞(Σ), definimos

QΛ(A, p) =
∫

Σ
dΛ ∧ ∗ (p − β ∗ A) . (5)

Invariantes: si A′ = A + dϵ, p′ = p − β ∗ dϵ, satisfacen
QΛ(A′, p′) = QΛ(A, p). Observables caracterizadas por ı∗

∂ (Λ), ya que
en la superficie de constricciones

QΛ(A, p) =
∫

Σ
Λ ∗ δ (p − β ∗ A) +

∫
∂Σ

ı∗
∂ (Λ ∗ (p − β ∗ A))

=
∫

∂Σ
ı∗
∂ (Λ ∗ (p − β ∗ A)) .

Notar las condiciones de frontera juegan un role–estas observables
son evaluadas en soluciones.
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Su evolución

Q̇Λ(A, p) =
∫

Σ
dΛ ∧ ∗ (Xp − β ∗ XA) = 2α

∫
∂Σ

ı∗
∂ (Λd ∗ dA) . (6)

Para λ = 0, ı∗
∂ (∗dA) = 0, en ese caso, son constantes de movimiento.

El PP de dos observables QΛ1(A, p) y QΛ2(A, p) es

{QΛ1(A, p), QΛ2(A, p)} = 2β

∫
Σ

dΛ1 ∧ dΛ2

= β

∫
∂Σ

ı∗
∂ (Λ1dΛ2 − Λ2dΛ1) . (7)

Notar, para β = 0 conmutan, pero si β ̸= 0 y ∂Σ ∼= S1 generan la
álgebra de Kac-Moody U(1).3

3Virasoro— álgebras de Lie infinitas.- Solitones, sistemas integrales, Gravedad,
teoría de cuerdas, etc.
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∂ (Λd ∗ dA) . (6)

Para λ = 0, ı∗
∂ (∗dA) = 0, en ese caso, son constantes de movimiento.

El PP de dos observables QΛ1(A, p) y QΛ2(A, p) es

{QΛ1(A, p), QΛ2(A, p)} = 2β

∫
Σ

dΛ1 ∧ dΛ2

= β

∫
∂Σ

ı∗
∂ (Λ1dΛ2 − Λ2dΛ1) . (7)

Notar, para β = 0 conmutan, pero si β ̸= 0 y ∂Σ ∼= S1 generan la
álgebra de Kac-Moody U(1).3

3Virasoro— álgebras de Lie infinitas.- Solitones, sistemas integrales, Gravedad,
teoría de cuerdas, etc.
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Soluciones λ = 0

Soluciones de las ecuaciones de Hamilton y constricciones (bulto y
frontera).4

Teoreema de Hodge-Morrey5

Ωk(Σ) = Ek(Σ) ⊕ Ck(Σ) ⊕ Hk(Σ),

donde

Ek(Σ) = {dγ | γ ∈ Ωk−1(Σ) con ı∗
∂γ = 0} , (8a)

Ck(Σ) = {δζ | ζ ∈ Ωk+1(Σ) con ı∗
∂ (∗ζ) = 0} , (8b)

Hk(Σ) = {h ∈ Ωk(Σ) | dh = 0 y δh = 0} . (8c)

4α = −1/2
5Una versión.
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Escribimos

A = Ad + Aδ + Ah , p = pd + pδ + ph , (9)

La constricción del bulto (Gauss) implica pd = β ∗ Aδ. La primera
constriccion en la frontera 0 = ı∗

∂ (∗dAδ). Las demás ecuaciones (del
bulto) quedan

Äδ = −
(
δd + 4β2)

Aδ ,

Ȧd = 2β ∗ Aδ + dAt ,

pδ = Ȧδ − β ∗ Ad , (10)
Ȧh = ph + β ∗ Ah ,

ṗh = β ∗ ph − β2Ah .
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Buscamos ϑ ∈ Ω1(Σ) tal que

δdϑ = ω2ϑ con ı∗
∂ (∗dϑ) = 0 . (11)

Bien definido, el operador definido positivo es autoadjunto δd.
Teorema espectral.

Usando las auto 1-formas ϑI (con autovalor
ω2

I > 0), ⟨ϑI , ϑJ⟩ =
∫

Σ ϑI ∧ ∗ϑJ = δIJ , la soluciones son

Aδ(t) =
∑

I

1√
2ω̃I

(
CI exp{(iω̃It)} + C∗

I exp{(−iω̃It)}
)
ϑI ,

pδ(t) =
∑

I

i√
2ω̃3

I

( (
ω̃2

I − 2β2) (
CI exp{(iω̃It)} − C∗

I exp{(−iω̃It)}
)

+ 2β2 (CI − C∗
I )

)
ϑI − β ∗

(
d

(∫ t

0
Atdt ′

)
+ Ad(0)

)
,
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Ad(t) =2β
∑

I

−i√
2ω̃3

I

(
CI (exp{(iω̃It)} − 1) − C∗

I (exp{(−iω̃It)} − 1)
)

∗ ϑI

+ d
(∫ t

0
Atdt ′

)
+ Ad(0) ,

pd(t) =β
∑

I

1√
2ω̃I

(
CI exp{(iω̃It)} + C∗

I exp{(−iω̃It)}
)

∗ ϑI ,

con ω̃2
I = ω2

I + 4β2. La parte real e imaginaria de C son√
2
ω̃I

Re CI = ⟨ϑI , Aδ(0)⟩ , −
√

2ω̃I Im CI = ⟨ϑI , pδ(0) + β ∗ Ad(0)⟩ .

En la frontera, resulta que automáticamente (ı∗
∂ (∗dϑI) = 0) se

satisfacen las constricciones:

ı∗
∂

(
(∗d)2n+1 (pδ + β ∗ Ad)

)
∝

∑
I

(−1)nω2n
I ı∗

∂ (∗dϑI) ,

ı∗
∂

(
(∗d)2n+3 Aδ

)
∝

∑
I

(−1)n+1ω2n+2
I ı∗

∂ (∗dϑI) .
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Sector Armónico

Notar ṗh − β ∗ Ȧh = 0, entonces ph − β ∗ Ah son constantes de
movimiento.

Las soluciones son

Ah(t)= 1
2β

∗
(

ph(0) − β ∗Ah(0)
)

+ 1
2β

(
sin (2βt) − cos (2βt)∗

)(
ph(0) + β∗Ah(0)

)
,

ph(t)= 1
2

(
ph(0) − β ∗ Ah(0)

)
+ 1

2

(
cos (2βt) + sin (2βt) ∗

)(
ph(0) + β ∗ Ah(0)

)
.
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Existen {hm, h̄m} (m ∈ N, auto 1-formas de ∗ (∗2 = −1, los
autovalores son ±i), tales que

∗hm = −ihm , ∗h̄m = i h̄m , (hm, hl) = δml = (h̄m, h̄l) , (hm, h̄l) = 0 ,

donde (hm, hl) =
∫

Σ h̄m ∧ ∗hl . Usando esta base, para β > 0 podemos
escribir6

ph(0) + β ∗ Ah(0) =
√

2β
∑

m

(
amhm + a∗

mh̄m
)

,

ph(0) − β ∗ Ah(0) =
√

2β
∑

m

(
b∗

mhm + bmh̄m
)

,

con

am = 1√
2β

(hm, ph(0) + β ∗ Ah(0)) ,

bm = 1√
2β

(h̄m, ph(0) − β ∗ Ah(0)) .

6Para β < 0 debemos cambiar
√

2β →
√

−2β e intercambiar am con a∗
m y

bm con b∗
m.
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Disco

Para encontrar ϑI y hm necesitamos conocer Σ.

Tenemos

ϑN,n = 1
ω2

N,n
∗d

( (
AN,n exp{(iNθ)} + A∗

N,n exp{(−iNθ)}
)

JN(ωN,nr)
)

.

con AN,n fijadas por ⟨ϑN,n, ϑM,m⟩ = δnmδNM , las frecuencias ωN,n
vienen fijadas de la condición JN(ωr0) = 0.7 Y

hn = 1√
2πnrn

0
dzn , (12)

con z = x1 + ix2 (x1, x2 coordenadas Cartesianas en Σ) y n ∈ N.

7ωN,n = zN,n/r0,donde zN,n son los ceros de JN .
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En coordenadas polares

hn =
√

n
2π

(
r
r0

e iθ
)n (

dr
r + idθ

)
,

se tiene que para r < r0, hn −−−→
n→∞

0. Y para r = r0,

hn =
√ n

2π enθ
(

dr
r0

+ idθ
)

. Estas hn se comportan como estados de
borde.

El caso λ ̸= 0 sigue en estudio, hay obstrucciones que sugieren
que otro enfoque debe ser seguido.
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Cuantización de Fock

En espacio reducido:

ΩS = −i
∑

I
dd CI ∧∧ dd C∗

I +
∑

m
(−idd am ∧∧ dd a∗

m − idd bm ∧∧ dd b∗
m) ,

HS =
∑

I
ω̃IC∗

I CI + 2|β|
∑

m
a∗

mam .

Osciladores desacoplados— Cuantización directa. Notar los modos
bm son constantes.

[ĈI , Ĉ†
J ] = δIJ , [âm, â†

n] = δmn = [b̂m, b̂†
n] .

El Hamiltoniano cuántico

Ĥ =
∑

I
ω̃I Ĉ†

I ĈI + 2|β|
∑

n
â†

nân . (13)
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Observables de borde cuánticos

QS
Λ(A, p) =

∫
Σ

dΛ ∧ ∗
(

ph(0) − β ∗ Ah(0)
)

,

=
√

2β
∑

m

(
b∗

m

∫
Σ

dΛ ∧ ∗hm + bm

∫
Σ

dΛ ∧ ∗h̄m

)
,

usando la base hm y β > 0.

Definimos las observables, actuando
sobre la base {hn, h̄n}, como

Q̂hn :=
√

2β
∑

m

(
b̂†

m

∫
Σ

hn ∧ ∗hm + b̂m

∫
Σ

hn ∧ ∗h̄m

)
=

√
2β b̂n , (14a)

Q̂h̄n
:=

√
2β

∑
m

(
b̂†

m(hn, hm) + b̂m(hn, h̄m)
)

=
√

2β b̂†
n , (14b)
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Conclusiones

1 Las fronteras tienen consecuencias importantes física y
matemáticamente.

2 MCS—Cadena infinita de constricciones en la frontera.
3 Observables y estados de frontera clásicos y cuánticos.
4 En el caso λ = 0, constantes de movimiento, soluciones,

cuantización de Fock.
5 Disco—otras regiones.
6 Otras condiciones de frontera pueden ser consideradas.
7 Teorías BF, Relatividad General, etc.
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